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. PHASE TRANSITIONS OF DISPLACEMENT TYPE IN FERROELECTRICS 

V .  G. Vaks 

A B S ~ E A ~ ~ . .  yrLe s t a t ; s t ; c s  u t r w  u y r l . u # * . y y v  J T j M r r m f l * I . C  cf d i a -  
p l a c e m e n t  t y p e  p h a s e  t r a n s i t i o n s  i n  f e r r o e l e c -  
t r i c s  a r e  d e s c r i b e d  i n  m i c r o s c o p i c  t e r m s .  The 
c o e f f i c i e n t s  of t h e  D e v o n s h i r e  e x p a n s i o n  of t h e  
f r e e  e n e r g y  a r e  e x p r e s s e d  t h r o u g h  t h e  m i c r o -  
s c o p i c  p a r a m e t e r s .  The c o r r e l a t i o n  e f f e c t s  i n  
t h e  t r a n s i t i o n  r e g i o n  a r e  e x a m i n e d .  The s p e c -  
t r u m  o f  t h e  l o w - f r e q u e n c y  v i b r a t i o n s  above  and 
b e l o w  t h e  t r a n s i t i o n  p o i n t  i s  f o u n d .  

1. INTRODUCTION 
/ 5 f: - The  p h a s e  t r a n s i t i o n s  i n  f e r r o e l e c t r i c s  a r e  u s u a l l y  d i v i d e d  

i n t o  t w o  c l a s s e s  as  b e i n g  of o r d e r - d i s o r d e r  t y p e  or of d i s p l a c e m e n t  
t y p e  C 2 1 .  I n  t h e  o r d e r - d i s o r d e r  t r a n s i t i o n s  ( f o r  e x a m p l e ,  i n  
K H 2 P 0 4  o r  t r i g l y c i n e  s u l f a t e ) ,  t h e  i o n s  or r a d i c a l s  t h a t  d e t e r m i n e  
t h e  p o l a r i z a t i o n  o f  t h e  c r y s t a l  h a v e  a n.umber ( u s u a l l y  t w o )  o f  sym- 
m e t r i c  s i t e s  o f  e q u i l i b r i u m  i n  t h e  c e l l .  S i n c e  t h e  s i t e s  a r e  a t  a 
s u b s t a n t i a l  d i s t a n c e  f r o m  o n e  a n o t h e r ,  t h e  t o t a l  p o t e n t i a l  i n  w h i c h  
t h e  i o n  moves  i s  m a r k e d l y  a n h a r m o n i c .  Above t h e  C u r i e  p o i n t  T c  t h e  
s i t e s  h a v e  a s t a t i s t i c a l l y  u n i f o r m  p o p u l a t i o n ,  b u t  b e l o w  T ,  t h e r e  
i s  s p o n t a n e o u s  a s y m m e t r y  o f  t h e  p o p u l a t i o n  l e a d i n g  t o  a p o l a r i z a -  
t i o n .  The  c h a r a c t e r  o f  t h e  p h a s e  t r a n s i t i o n  u n d e r  t h o s e  c o n d i t i o n s  
i s  i d e n t i c a l  t o  t h e  f a m i l i a r  I s i n g  m o d e l  C 2 1 ,  a n d ,  i n  p a r t i c u l a r ,  
t h e  t r a n s i t i o n  i s  u s u a l l y  o f  t h e  s e c o n d  k i n d .  The  t h e o r e t i c a l  d e -  
s c r i p t i o n  o f  t h e  o r d e r - d i s o r d e r  t r a n s i t i o n s  comes  up a g a i n s t  t h e  
u s u a l  d i f f i c u l t i e s  o f  a l l o w a n c e  f o r  t h e  s t r o n g  c o r r e l a t i o n s  i n  
p h a s e  t r a n s i t i o n s  o f  t h e  s e c o n d  k i n d ,  w h e r e a s  t h e  p r e s e n t  c a s e  r e -  
q u i r e s  a l l o w a n c e  for t h e  e f f e c t  o f  l o n g - r a n g e  f o r c e s  o f  d i p o l e - d i -  
p o l e  i n t e r a c t i o n  a s  w e l l  [ 3 ] .  However ,  t h e  d y n a m i c a l  e f f e c t s  i n -  
v o l v e d  i n  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  n o n - r e l a x a t i o n a l  v i b r a t i o n s  o f  t h e  
i o n s  b e t w e e n  e q u i l i b r i u m  s i t e s  a r e  u s u a l l y  e x p o n e n t i a l l y  s m a l l  [ 4 1 ,  
a n d  t h e  h i g h - f r e q u e n c y  d y n a m i c s  o f  t h e  c r y s t a l  h a s  n o  s i n g u l a r i t i e s  
c l o s e  t o  T c  [ 4 , 5 ] .  

The  d i s p l a c e m e n t - t y p e  t r a n s i t i o n s  p e r t a i n i n g  t o  f e r r o e l e c t r i c s  
o f  o c t a h e d r a l  o x i d e  t y p e  [11 (for e x a m p l e ,  B a T i O g )  a r e  c h a r a c t e r -  
i z e d  b y  t h e  f a c t  t h a t  t h e  a n h a r m o n i c i t y  o f  t h e  p o t e n t i a l  for a l l  

"Numbers  i n  t h e  m a r g i n  i n d i c a t e  p a g i n a t i o n  i n  t h e  f o r e i g n  t e x t .  
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* t h e  i o n s  h a s  t h e  s m a l l  o r d e r  o f  m a g n i t u d e  t h a t  i s  u s u a l  f o r  c r y s -  / 6  - 
t a l s .  A t  o r d i n a r y  t e m p e r a t u r e s  T t h a t  a r e  s m a l l  a s  c o m p a r e d  w i t h  

‘ t h e  a t o m i c  e n e r g i e s  E at, t h e  p h a s e  t r a n s i t i o n  i s  d u e  t o  a s p e c i a l  

c o n t r a c t i o n  ( t y p i c a l  o f  t h e s e  s t r u c t u r e s )  o f  t h e  c o m p o n e n t s  t h a t  d e -  
t e r m i n e  h a r d n e s s  w i t h  r e s p e c t  t o  a g i v e n  s t r a i n  on t h e  c e l l  [ 6 , 7 ] .  
The  s m a l l  m a g n i t u d e  o f  t h e  a n h a r m o n i c i t y  p e r m i t s  t h e  t r a n s i t i o n  t o  
b e  d e s c r i b e d  b y  t h e  u s u a l  m e t h o d s  o f  e x p a n s i o n  i n  p o w e r s  o f  t h e  r a -  
t i o  o f  v i b r a t i o n a l  a m p l i t u d e s  t o  t h e  d i m e n s i o n s  o f  t h e  c e l l ,  i . e . ,  

Ir; t h a t  c s n n e c t i o n ,  a s  w i l l  b e  shown  b e l o w ,  t h e  c o r r e l a -  T i E  

t i o n a l  e f f e c t s  c h a r a c t e r i s t i c  o f  p h a s e  t r a n s i t i o n s  o f  t h e  s e c o n d  
k i n d  a r e  a l s o  p r o p o r t i o n a l  t o  T / E  a n d  a r e  e v e r y w h e r e  s m a l l  e x c e p t  at 
f o r  t e m p e r a t u r e s  e x t r e m e l y  c l o s e  t o  t h e  p o i n t  o f  t h e  t r a n s i t i o n  o f  
t h e  s e c o n d  k i n d ,  T c .  On t h e  o t h e r  h a n d ,  s i n c e  a t r a n s i t i o n  o f  t h e  
f i r s t  k i n d  u s u a l l y  o c c u r s  i n  d i s p l a c e m e n t - t y p e  t r a n s i t i o n s  b e f o r e  
Tc i s  r e a c h e d ,  t h e r e  i s  n o  d a n g e r  z o n e  a n d  t h e  e x p a n s i o n  i n  p o w e r s  
o f  t h i s  a n h a r m o n i c i t y  c a n  b e  a p p l i e d  f o r  a l l  T’s. I n  t h e r m o d y n a m -  
i c s  t h i s  i m p l i e s  a D e v o n s h i r e  e x p a n s i o n  i n  p o w e r s  o f  t h e  p o l a r i z a -  
t i o n  C81 ,  a n d  i n  d y n a m i c s  i t  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  a t t a i n m e n t  o f  a 
c r i t i c a l  v i b r a t i o n  c a l l e d  t h e  C o c h r a n  v i b r a t i o n  w i t h  a s m a l l  a n d  
v e r y  t e m p e r a t u r e - d e p e n d e n t  g a p  i n  t h e  e n e r g y  s p e c t r u m  C 7 , 9 - 1 2 , 4 1 .  

at’ 

The  f o r e g o i n g  c o n s i d e r a t i o n s ,  w h i c h  h a v e  b e e n  d e v e l o p e d  i n  p a -  
p e r s  b y  a n u m b e r  o f  a u t h o r s  [ 6 - 1 3 1 ,  make  i t  p o s s i b l e  t o  f o r m u l a t e  a 
q u a n t i t a t i v e  t h e o r y  o f  d i s p l a c e m e n t - t y p e  t r a n s i t i o n s  o n  t h e  b a s i s  
o f  m i c r o s c o p i c  c o n c e p t i o n s .  S i n c e  t h e  a n h a r m o n i c  c o m p o n e n t s  p l a y  a 
d e c i s i v e  p a r t  i n  t h e  t r a n s i t i o n ,  i n  t h e  p r e s e n t  c a s e  t h e r e  i s  a 
r a r e  o p p o r t u n i t y  f o r  d i r e c t  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  m i c r o s c o p i c  p a r a -  
m e t e r s  o f  t h e  a n h a r m o n i c i t y  t h r o u g h  m a c r o s c o p i c  q u a n t i t i e s .  Con- 
c u r r e n t l y ,  t h e  same c o n s t a n t s  d e t e r m i n e  b o t h  t h e  t h e r m o d y n a m i c s + a n d  
t h e  d y n a m i c s  o f  t h e  s y s t e m  i n  t h e  r e g i o n  o f  s m a l l  w a v e - v e c t o r s  k 
w h i c h  h a s  a n  i m p o r t a n t  b e a r i n g  o n  c r i t i c a l  e f f e c t s  n e a r  t h e  t r a n s -  
i t i o n .  T h e r e f o r e ,  t h e  m i c r o s c o p i c  a p p r o a c h  s h o u l d  p e r m i t  o n e  t o  
r e l a t e  t h e  t h e r m o d y n a m i c  p r o p e r t i e s  w i t h  s u c h  d y n a m i c  c h a r a c t e r i s -  
t i c s  as t h e  t e m p e r a t u r e  d e p e n d e n c e  o f  t h e  f r e q u e n c y  a n d  w i d t h  o f  
t h e  c r i t i c a l  v i b r a t i o n ,  t h e  d i e l e c t r i c  l o s s e s  a t  h i g h  a n d  m i c r o w a v e  
f r e q u e n c i e s ,  a n d  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  t h e  M g s s b a u e r  e f f e c t  i n  t h e  v i -  
c i n i t y  o f  t h e  t r a n s i t i o n .  

A m i c r o s c o p i c a l  a p p r o a c h  t o  t h e  t h e r m o d y n a m i c s  o f  d i s p l a c e m e n t  
t y p e  f e r r o e l e c t r i c s  w a s  d e v e l o p e d  i n  t h e  w o r k  o f  Kwok a n d  M i l l e r  
C81 who o b t a i n e d  a n  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  p h e n o m e n o l o g i c a l  p a r a m e t e r s  - / 7  
of t h e  D e v o n s h i r e  e x p a n s i o n  i n  t e r m s  o f  m i c r o s c o p i c  q u a n t i t i e s .  
H o w e v e r ,  a f e w  q u e s t i o n s  w e r e  n o t  e x a m i n e d  i n  C81,  i n c l u d i n g  i n  
p a r t i c u l a r  t h e  t h e r m o d y n a m i c  c o n t r i b u t i o n  o f  t h e  c r i t i c a l  d e g r e e s  
o f  f r e e d o m  a n d  t h e  c o r r e l a t i o n  e f f e c t s .  M o r e o v e r ,  t h e  m i c r o s c o p i c  
e x p r e s s i o n s  g i v e n  t h e r e  o m i t  a number  o f  t e r m s  w h i c h  h a v e ,  g e n e r a l l y  
s p e a k i n g ,  t h e  same o r d e r  o f  m a g n i t u d e  a s  t h e  t e r m s  i n c l u d e d .  T h e r e -  
f o r e ,  i n  S e c t i o n s  3 a n d  4 t h e  m i c r o s c o p i c a l  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  Dev- 
o n s h i r e  c o e f f i c i e n t s  w i l l  b e  i m p r o v e d  a n d  c o r r e l a t i o n a l  e f f e c t s  
w i l l  b e  d i s c u s s e d .  The  f u n d a m e n t a l  p u r p o s e  o f  t h e  work  i s  t o  
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’ e x a m i n e  t h e  d y n a m i c s  i n  t h e  t r a n s i t i o n a l  r e g i o n .  I n  S e c t i o n  5 ,  t h e  
g e n e r a l  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  p h o n o n  G r e e n ’ s  f u n c t i o n  w i l l  b e  u s e d  t o  

* o b t a i n  e q u a t i o n s  f o r  t h e  v i b r a t i o n a l  s p e c t r u m  o f  t h e  s y s t e m  i n  t h e  
r e g i o n  o f  s m a l l  k w i t h  a l l o w a n c e  f o r  t h e  c o u p l i n g  o f  t h e  a c o u s t i c a l  
a n d  o p t i c a l  d e g r e e s  o f  f r e e d o m  a n d  t h e  p i e z o e l e c t r i c  e f f e c t .  T h u s ,  
a m i c r o s c o p i c a l  d e r i v a t i o n  i s  g i v e n  f o r  t h e  s e m i p h e n o m e n o l o g i c a l  
e q u a t i o n s  o f  G i n z b u r g  [ 9 , 1 4 1  a n d  C o c h r a n  C l O , 1 1 1 ,  a n d  t h e i r  g e n e r a l -  
i z a t i o n  i s  g i v e n  f o r  t h e  c a s e  o f  n o n - z e r o  $ a n d  t h e  r e g i o n  b e l o w  
t h e  t r a n s i t i o n .  From t h o s e  e q u a t i o n s ,  a n  e x p r e s s i o n  w i l l  b e  f o u n d  
f o r  t h e  s p e c t r u m  o f  t h e  c r i t i c a l  v i b r a i i u u s .  A markcd z ~ c !  m l ~ t u a l  
i n f l u e n c e  i s  n o t e d  b e t w e e n  t h e  c r i t i c a l  a n d  a c o u s t i c a l  b r a n c h e s .  I t  
i s  f o u n d  t h a t  t h e  s p e c t r u m  o f  t h e  f i v e  l o w - l y i n g  b r a n c h e s  f o r  s m a l l  

i n  t h e  p e r o v s k i t e s  i s  d e t e r m i n e d  b y  s i x  c o n s t a n t s ;  h e n c e ,  a n  e x -  
p e r i m e n t a l  s t u d y  o f  t h a t  s p e c t r u m  w i l l  p e r m i t  d e t e r m i n a t i o n  o f  
t h o s e  i m p o r t a n t  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  c r y s t a l .  T h e  t e m p e r a t u r e  
d e p e n d e n c e  o f  t h e  s q u a r e d  d i s p l a c e m e n t s  o f  t h e  i o n s  a n d  t h e  MBss- 
b a u e r  e f f e c t  c l o s e  t o  t h e  t r a n s i t i o n s  w i l l  b e  e x a m i n e d  i n  a n o t h e r  
p a p e r .  

+ 

The  e x a m i n a t i o n  w i l l  r e f e r  t o  a n  i d e a l  s i n g l e - d o m a i n  c r y s t a l .  
S p e c i f i c a l l y ,  t h e  case  t o  b e  d i s c u s s e d  i s  t h a t  o f  t h e  p e r o v s k i t e s ,  
b u t  t h e  e x t e n s i o n  t o  o t h e r  c a s e s  i s  o b v i o u s .  A t e m p e r a t u r e - d i a g r a m  
t e c h n i q u e  C151 w i l l  b e  e m p l o y e d  as b e i n g  t h e  m o s t  c o n c i s e  m e t h o d  
f o r  s i m u l t a n e o u s  d e s c r i p t i o n  o f  s t a t i s t i c a l  a n d  d y n a m i c a l  p r o p e r -  
t i e s .  The  m e t h o d  a n d  t h e  q u a l i t a t i v e  f i n d i n g s ,  i n c l u d i n g  t h e  e x i s t -  
e n c e  o f  t h e  c r i t i c a l  v i b r a t i o n ,  c a n  be a p p l i e d  t o  t h e  c a s e  o f  n o n -  
f e r r o e l e c t r i c  d i s p l a c e m e n t - t y p e  t r a n s i t i o n s  a s  w e l l  C 9 , 4 1 .  

/ 8  _. 
2. T H E  H A M I L T O N I A N  A N D  T H E  D I A G R A M  T E C H N I Q U E  

A s  u s u a l ,  w e  s h a l l  e x a m i n e  t h e  c r y s t a l  i n  t h e  a d i a b a t i c  a p p r o x -  
i m a t i o n ,  a s s u m i n g  t h a t  t h e  e n e r g y  o f  t h e  s y s t e m  i s  c o m p l e t e l y  d e -  
f i n e d  b y  t h e  s t a t e m e n t  o f  t h e  c o o r d i n a t e s  a n d  v e l o c i t i e s  o f  t h e  c e n -  
t e r s  of t h e  i o n s .  T h e n ,  i f  we e x p a n d  t h e  p o t e n t i a l  e n e r g y  i n  t h e  
u s u a l  m a n n e r  i n  p o w e r s  o f  t h e  d e v i a t i o n s  o f  t h e  i o n s  f r o m  t h e  e q u i -  
l i b r i u m  s i t e s  i n  t h e  c u b i c  p h a s e  [ 7 , 8 ] ,  f o r  t h e  H a m i l t o n i a n  we 
s h a l l  h a v e  

+ +  
r r  

1 2  
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r r H e r e  a n d  u- t ,  r e s p e c t i v e l y ,  a r e  t h e  d i s p l a c e m e n t  a n d  t h e  v e l o c i t y  
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o p e r a t o r s  o f  t h e  i - t h  i o n  i n  a c e l l  t h a t  i s  c h a r a c t e r i z a b l e  b y  t h e  

p e r i o d s ,  w h i c h  i n  t h e  p r e s e n t  c a s e  f o r m  a C a r t e s i a n  t r i h e d r a l  o f  
v e c t o r s .  The  @Is a r e  t h e  c o e f f i c i e n t s  i n  t h e  e x p a n s i o n  o f  t h e  po -  

-?- + + + - ? -  -?- . l a t t i c e  v e c t o r  p = n l a l  n 2 a 2  n 3 a 3 ;  t h e  a i f s  a r e  t h e  f u n d a m e n t a l  

a i a i  
( r l - r l )  

t e n t i a l  e n e r g y .  The i n t e r a c t i o n  @ - ' ' - i n c l u d e s  o n l y  t h e  s h o r t -  

r a n g e  f o r c e s ,  p a r t i c u l a r l y  t h e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  f i e l d  a c t i n g  
GT; t h e  isr: sr?d t h e  a v e r a g e  f i e l d ,  b u t  d o e s  n o t  i n c l u d e  t h e  compo- 
n e n t s  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  l o n g - r a n g e  Van d e r  Waals f o r c e s .  T h e  
l a t t e r  e f f e c t s  a r e  d e s c r i b e d  w i t h  t h e  a v e r a g e  m a c r o s c o p i c  f i e l d  E 
w h i c h  c a n  b e  r e g a r d e d  a s  a n  i n d e p e n d e n t  d y n a m i c  v a r i a b l e ;  e i  i s  t h e  
e f f e c t i v e  c h a r g e  o f  t h e  i o n ,  w h i l e  t h e  n e u t r a l i t y  o f  t h e  c e l l  i m -  
p l i e s  e i  = 0 .  The c o e f f i c i e n t s  0 s a t i s f y  c e r t a i n  r e l a t i o n s  t h a t  

f o l l o w  f r o m  t h e  i n v a r i a n c e  o f  t h e  e n e r g y  o f  t h e  c r y s t . a l  i n  homoge-  
n e o u s  d i s p l a c e m e n t :  

i 

ai a i  

r r 
U+ + U+ + c o n s t :  

A f t e r  t h e  u s u a l  c o n v e r s i o n  t o  F o u r i e r  c o m p o n e n t s ,  
- 

r 
+-+ w h e r e  uk i s  t h e  q u a s i - m o m e n t u m  and  N t h e  n u m b e r  o f  c e l l s ,  t h e  

H a m i l t o n i a n  (1) a s s u m e s  t h e  form - 
c / \ 

4 



. 

Here v C  i s  t h e  v o l u m e  o f  t h e  u n i t  c e l l  a n d  H s t a n d s  f o r  t h e  l a s t  

c o m p o n e n t  o f  (l), e x p r e s s e d  t h r o u g h  u-. I n  t h e  p r e s e n t  p a p e r  w e  

s h a l l  n o t  b e  c o n c e r n e d  w i t h  t h e  s h o r t - w a v e  e l e c t r o m a g n e t i c  r a d i a -  
t i o n  o f  w a v e l e n g t h s  l e s s  t h a n  or o f  t h e  o r d e r  o f  t h e  d i m e n s i o n  o f  
t h e  c e l l  ( x - r a y  r e g i o n j ;  h e n c e ,  w e  c a n  cor l i i i l e  oii i?sel\-es tc ex- 
p r e s s i n g  t h e  d y n a m i c  v a r i a b l e s  f o r  t h e  f i e l d  t h r o u g h  i t s - + v a l u e s  
t h e  l a t t i c e  s i t e s .  

a r e  d e f i n e d  i n  t h e  same  way a s  u g  w h i l e  t h e  f a c t o r  v 

t h e  n e x t  t o  t h e  l a s t  t e r m  o f  ( 4 ) .  

int -ti 
k 

a t  
I n  t h a t  c o n n e c t i o n ,  t h e  summands o f  E$ i n  ( 3 )  

-+ 
a p p e a r s  i n  e 

The  q u a d r a t i c  e x p r e s s i o n  i n  p a r e n t h e s e s  i n  ( 4 )  u s u a l l y  c a n  b e  
r e d u c e d  t o  a d i a g o n a l  f o r m  c o r r e s p o n d i n g  t o  n o n - i n t e r a c t i n g  p h o n o n s  
C81. H o w e v e r ,  i f  w e  h a v e  i n  m i n d  an  a p p l i c a t i o n  t o  t h e  s t u d y  o f  
s p e c t r a  w i t h  s m a l l  $ a n d  o f  t h e  d i s p l a c e m e n t s  o f  t h e  i n d i v i d u a l  
i o n s ,  i t  i s  more  c o n v e n i e n t  t o  c a r r y  o u t  a t r a n s f o r m a t i o n  a s  f o l -  

-+l 
l o w s :  A s  t h e  " a c o u s t i c a l "  v a r i a b l e  we s e l e c t  t h e  c o o r d i n a t e  u 
uz o f  t h e  g i v e n  i o n ,  a n d  i n  p l a c e  o f  t h e  r e m a i n i n g  ti w e  i n t r o d u c e  

t h e  r e l a t i v e  c o o r d i n a t e s  y - u - u .  F u r t h e r m o r e ,  we c a r r y  o u t  a 

c a n o n i c a l  t r a n s f o r m a t i o n  o f  t h e  " o p t i c a l "  v a r i a b l e s  y g  w i t h  c o e f f i -  

c i e n t s  i n d e p e n d e n t  o f  g s u c h  t h a t  f o r  k = 0 t h e  summands q u a d r a t i c  

w i t h  r e s p e c t  t o  y a n d  y i n  t h e  H a m i l t o n i a n  H g  i n  ( 4 )  w i l l  a s s u m e  a 
d i a g o n a l  f o r m :  

-+ 

-+i - -ti -+ 

-+i 

-+ -5 

- -  - - _ _ - ~ ~  - - 

I n  t h e  p r e s e n t  c a s e  o f  p e r o v s k i t e s  w i t h  f i v e  i o n s  i n  t h e  c e l l ,  t h e  
q u a n t i t i e s  j i n  ( 5 )  p a s s  t h r o u g h  1 2  v a l u e s .  A s  n o t e d  b y  Kwok a n d  
M i l l e r  C 8 1 ,  o w i n g  t o  t h e  c u b i c  s y m m e t r y ,  t h e  1 2  q u a n t i t i e s  A i n  

( 5 )  b r e a k  up i n t o  f o u r  t h r i c e  d e g e n e r a t e  v a l u e s  X ( b  = 1 , 2 , 3 , 4 ) ,  

a n d  f o r  e a c h  b t h r e e  u n i t  v e c t o r s  e = e c o r r e s p o n d  t o  t h r e e  p o -  

l a r i z a t i o n s  a a l o n g  t h e  p r i n c i p a l  a x e s  o f  t h e  c r y s t a l :  

j 
b -+ + 

j b U  

. -  ~- - 

A f t e r  t h e  t r a n s f o r m a t i o n s  c a r r i e d  o u t  a b o v e ,  t h e  H a m i l t o n i a n  
a s s u m e s  t h e  f o r m  

( 4 )  

5 



+ - +  + - +  . .  
- + +  = + u,Au + + " ( E - + .  + + H,H +) + 

+ k - k  4Tr k - k  k - k  
- H g  + H i n t  2 

k 

-+ + + + +  + 2u +Vbz + - 2 z b E  +x .+ + 
- k  bk - k  bk 

b . .  + +  - + +  + -+ 
z +z +. + Abz +z 

bk b - k  bk  b - z  

Here w e  h a v e  i n t r o d u c e d  t h e  n o t a t i o n  

H i n t  . 

(7 

+i a n d  i n  t h e  H a m i l t o n i a n  Hint  t h e  d i s p l a c e m e n t s  u 

th rough ' X b  

a r e  e x p r e s s e d  
+ +  

The  m a t r i c e s  A ,  V ,  a n d  S i n  ( 7 )  a n d  ( 8 )  g o  t o  z e r o  a t  s m a l l  $. 
T h a t  i s  i m p l i e d  for A a n d  V b y  (2) a n d  ( 3 )  a n d  for S b y  ( 5 )  a n d  ( 6 ) .  
Owing t o  t h e  s p l i t t i n g - o f f  o f  t h e  l o n g - r a n g e  e l e c t r o m a g n e t i c  f o r c e s  

i n t o  a s e p a r a t e  t e r m ,  t h e  p o t e n t i a l s  @ ($1 a n d  t h e  m a t r i c e s  A ,  

a n d  S a r e  a n a l y t i c  o n  s m a l l  $. 
c i p r o c a l  d i m e n s i o n  l / a  of t h e  c e l l ,  a n d  w i t h  a l l o w a n c e  for c u b i c  
a n d  m i r r o r  s y m m e t r y ,  t h e  e x p a n s i o n  o f  t h e s e  ma t r i ces  c a n  b e  w r i t t e n  
i n  t h e  f o r m  

V ,  
H e n c e ,  f o r  k s m a l l e r  t h a n  t h e  r e -  

-7 .  , 

H e r e ,  b y  way of a b b r e v i a t i o n ,  t h e  i n d i c e s  b a n d  b '  h a v e  b e e n  o m i t -  
t e d  f r o m  t h e  m a t r i c e s  V a n d  S ;  a i ,  vi a n d  s a r e  c o n s t a n t s ;  a n d  t h e  i 
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i . t e n s o r s  g d e p e n d  o n l y  on  t h e  a n g l e s  o f  t h e  v e c t o r  = $ / k :  

u=l 

4 

w h e r e  e i s  t h e  u n i t  v e c t o r  o f  t h e  p r p i i i c i p a l  a x i s  c .  Ir: fc rmulas  

( 9 )  f o r  A a n d  V, t h e  mass M o f  t h e  c e l l  h a s  b e e n  s p l i t  o f f  a s  a 
m u l t i p l i e r  t o  r e d u c e  t h e  q u a n t i t i e s  a v a n d  s t o  a s i n g l e  d i -  

m e n s i o n ,  t h e  s q u a r e  o f  t h e  v e l o c i t y .  A t  t h e  same t i m e ,  t h e  c o n -  
s t a n t s  a a r e  e x p r e s s e d  t h r o u g h  t h e  e l a s t i c  m o d u l i  C as  f o l l o w s :  

U 

i' i i 

i ik 

w h e r e  P = v/ve i s  t h e  d e n s i t y .  

i n  ( 9 )  d e f i n e  t h e  d e g r e e  o f  c r y s t a l l i n e  a n i s o t r o p y ;  for e x a m p l e ,  a 
d e f i n e s  t h e  e l a s t i c  a n i s o t r o p y  o f  t h e  c r y s t a l .  

The q u a n t i t i e s  w i t h  t h e  i n d e x  riar' 

a 

A s  h a s  b e e n  n o t e d  b y  a number  o f  a u t h o r s  [ 7 , 8 1  a n d  as  w i l l  b e  /11 - 
e v i d e n t  i n  w h a t  f o l l o w s ,  t h e  p h a s e  t r a n s i t i o n  t a k e s  p l a c e  a t  t e m p -  
e r a t u r e s  T much l o w e r  t h a n  t h e  a t o m i c  e n e r g i e s  E i f  a n d  o n l y  i f  

o n e  o f  t h e  c o n s t a n t s  A i n  ( 5 )  a n d  ( 7 )  w h i c h  w e  s h a l l  c a l l  A i s  

n e g a t i v e  a n d  s m a l l  as  c o m p a r e d  w i t h  t h e  o t h e r  A b e i n g  a q u a n t i t y  

o f  t h e  o r d e r  o f  A r  T / E ~ ~ .  
o f  f r e e d o m  t h e  c r i t i c a l  d e g r e e  o f  f r e e d o m  x * w e  s h a l l  d e s i g n a t e  

t h e  o t h e r  " b " ' s  b y  t h e  l e t t e r  r. 

t h e  c r i t i c a l  d e g r e e  o f  f r e e d o m  a t  s m a l l  k ,  s u b s t a n t i a l  m a g n i t u d e s  

as  a r e  a s s u m e d  b y  t h e  a n h a r m o n i c  c o n t r i b u t i o n s  a r r i s i n g  f r o m  H 

w e l l  as b y  t h e  terms f r o m  V a n d  See t h a t  a r e  p r o p o r t i o n a l  t o  k . 
For t h e  o t h e r  d e g r e e s  o f  f r e e d o m ,  t h e  a n a l o g o u s  c o r r e c t i o n s  a r e  
n e g l i g i b l e  a s  c o m p a r e d  w i t h  t h e  l a r g e  q u a n t i t i e s  . 

at 
b e 

r' 
We s h a l l  c a l l  t h e  c o r r e s p o n d i n g  d e g r e e  

-+ 

c y  
Owing t o  t h e  s m a l l n e s s  o f  A e  f o r  

+ 

int 
e 

Ar 

L e t  u s  c h o o s e  a n o r m a l  c a l i b r a t i o n  o f  t h e  p o t e n t i a l s  o f  t h e  
+ - +  

e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d s :  

a b l e s  i n  t h e  H a m i l t o n i a n  ( 7 )  w i l l  b e  t h e  c o o r d i n a t e s  u a n d  x t h e  

s c a l a r  p o t e n t i a l  $ ,  a n d  At. T h e r e f o r e ,  i f  we i n t r o d u c e  t h e  e i g h t -  

e e n - c o m p o n e n t  v e c t o r  6 w i t h  c o m p o n e n t s  (u,xb,@,At) we w i l l  b e  a b l e  

t o  w r i t e  t h e  t e m p e r a t u r e  G r e e n ' s  f u n c t i o n  o f  t h e  s y s t e m  C151 i n  
m a t r i x  f o r m :  

d i u  2 = 0 ,  A = At. Then  t h e  d y n a m i c  v a r i -  
+ + 

-+ b' 

+ + +  
i 
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The s y m b o l s  h e r e  a r e :  B = 1 / T ;  ? i s  t h e  s i g n  o f  T - o r d e r i n g  C 1 5 1 ;  
i w  = 2 i ~ n T  a r e  t h e  i m a g i n a r y  f r e q u e n c i e s  o f  t h e  t e m p e r a t u r e  d i a -  

g r a m  t e c h n i q u e ;   ti(^) = e Sic- , S i  < t i ) ,  a n d  t h e  mean o f  t h e  

e x p r e s s i o n s  i n  b r a c k e t s  s t a n d s  f o r  t h e  t r a c e  

n HT HT - 

(...) = S C (  . . .  )exp(-BH)I*CSp e x p ( - B H > l - l  
P 

The z e r o  G r e e n ' s  f u n c t i o n  G O  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  H a m i l t o n i a n  H o  

i n  ( 7 )  a n d  as  u s u a l  i s  d e f i n e d  b y  t h e  e q u a t i o n  C151 

w h e r e  H o  s t a n d s  f o r  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  + E . <  i n  ( 7 )  w i t h  t h e  

o p e r a t o r  r e p l a c e d  b y  t h e  d e r i v a t i v e  o f  t h e  i m a g i n a r y  f r e q u e n c y  w i t h  

t h e  t i m e  ( s o n )  a n d  w i t h  a c h a n g e  o f  s i g n  i n  t h e  d i a g o n a l  t e rm 

ij z i  

d 

. k2v, 
1. The c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  s c a l a r  p o t e n t i a l  C151 ( H o  - - - - 

(b(b 4 T  

e x p l i c i t  e x p r e s s i o n  o f  t h e  m a t r i x  G O 1  h a s  t h e  f o r m :  

/ 1 2  0 0 - 2 

W n $  "b 

+ 
i k z  

G ; l ( k , i w  ) n += 
- i k z b  -- 

- Z b c  

4lI 

w ( 1 3 )  
0 n 

0 

+ 
Here t h e  f i r s t  l i n e  a n d  c o l u m n  c o r r e s p o n d  t o  d i s p l a c e m e n t s  u ,  t h e  

s e c o n d  t o  x t h e  t h i r d  t o  $ ,  a n d  t h e  f o u r t h  t o  A * Vt s t a n d s  for 

t h e  m a t r i x  t h a t  i s  t h e  Z e r m i t i a n  c o n j u g a t e  o f  V .  I t  is a s s u m e d  t h a t  

-t + 
b y  t' 
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' t h e  w a v e  v e c t o r  k i s  much g r e a t e r  t h a n  t h e  r e c i p r o c a l  d i m e n s i o n s  
+ 

* 1/L o f  t h e  s p e c i m e n ;  o t h e r w i s e ,  k m u s t  b e  t a k e n  a s  a n  o p e r a t o r  o f  
d i f f e r e n t i a t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  c o o r d i n a t e  ( s e e  S e c t i o n  5 ) .  

I 

The a n h a r m o n i c  t e r m  i n  ( 7 )  c a n  b e  w r i t t e n  a s  

I 03 

E a c h  o f  t h e  d i s p l a c e m e n t s  5 e n t e r i n g  i n t o  (14) i s  u n d e r s t o o d  i 

( n )  - 
i il. ..i - 

+ 
t o  h a v e  t h e  momentum i n d e x  k w h i l e  t h e  p o t e n t i a l s  V 

n + 
a r e  n o n z e r o  o n l y  f o r  v a l u e s  o f  t h e  t o t a l  momentum e q u a l  t o  k 1 * I *  * Zn 

V f 1 . .  .in + + + -f 
-f 

t h e  v e c t o r  b o f  t h e  r e c i p r o c a l  l a t t i c e :  k l  + k 2  t * * *  k = b .  
I 

n 
T h e d i a g r a m m a t i c  t e c h n i q u e  i s  f o r m u l a t e d  i n  t h e  u s u a l  m a n n e r  

C 1 3 , 1 5 1 .  E a c h  G r e e n ' s  f u n c t i o n  (11) i s  r e p r e s e n t e d  on  t h e  g r a p h  a s  

a s o l i d  l i n e ,  a n d  e a c h  t e r m  V i n  (14) i s  r e p r e s e n t e d  as  a v e r t e x  
w i t h  n o u t g o i n g  l i n e s .  A s  i n  t h e  c a s e  o f  a n o n - i d e a l  B o s e  g a s  c l 5 ,  
8 1 ,  m o r e o v e r ,  o n e  m u s t  i s o l a t e  t h e  n o n z e r o  mean v a l u e s  o f  t h e  c o o r -  

d i n a t e s  x a n d  t h e  d e f o r m a t i o n s  u i n  t h e  o p t i c a l  a n d  a c o u s t i c  d e -  

g r e e s  o f  f r e e d o m ,  r e s p e c t i v e l y .  D i a g r a m m a t i c a l l y ,  t h e  means  w i l l  I 
b e  p i c t u r e d  as  s m a l l  c r o s s e s  w i t h  d o t t e d  l i n e s  g o i n g  o u t  f r o m  t h e m .  
A f t e r  c o m p u t a t i o n  o f  t h e  f r e e  e n e r g y  F ,  t h e  e q u i l i b r i u m  v a l u e s  o f  
t h e  h o m o g e n e o u s  d i s p l a c e m e n t s  a n d  d e f o r m a t i o n s  c a n  b e  f o u n d  f r o d  I 

t h e  c o n d i t i o n  o f  minimum F.  I 

+ 
b aB 

3 .  C O M P U T A T I O N  O F  T H E  F R E E  E N E R G Y  I 
T a k i n g  i n t o  a c c o u n t  w h a t  h a s  b e e n  s a i d  i n  S e c t i o n  2 ,  w e  c a n  

w r i t e  t h e  g r a p h i c  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  d e n s i t i e s  o f  t h e  f r e e  e n e r g y  
F i n  t h e  f o r m  
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I n  e s t i m a t i n g  t h e  o r d e r  o f  m a g n i t u d e  o f  t h e  d i f f e r e n t  t e r m s  o f  
( 1 5 1 ,  l e t  u s  a s s u m e  as  a s p e c i f i c  e x a m p l e  t h a t  t h e  p h a s e  t r a n s i t i o n  

a s  i n  m o s t  o f  t h e  p e r o v s k i t e s  a n d  i n  B a T i 0 3 .  We a l s o  t a k e  i n t o  
- o c c u r s  a t  t e m p e r a t u r e s  g r e a t e r  t h a n  t h e  Debye  p o i n t  o f  t h e  c r y s t a l  

a c c o u n t  t h e  f a c t  t h a t  t h e  d e f o r m a t i o n s  u a n d  t h e  s q u a r e  o f  t h e  

s p o n t a n e o u s  p o l a r i z a t i o n  P2 i n  a t o m i c  u n i t s  h a v e  t h e  o r d e r  o f  T ,  
w h i l e  t h e  a n o m o l o u s  r i g i d i t y  A YA,T /E ,~ .  

t h a t  of T 3 .  T h c s e  l a t t e i z  t e rms  c o u l d  b e  n e g l e c t e d  i n  t h e  ca se  o f  
" n o r m a l "  t r a n s i t i o n  o f  t h e  s e c o n d  k i n d ,  i n  w h i c h  t h e  t e m p e r a t u r e -  
i n v a r i a n t  c o n s t a n t s  i n  1 -1 a n d  1 -1 h a v e  o n e  a n d  t h e  same a t o m i c  

o r d e r  o f  m a g n i t u d e .  H o w e v e r ,  t h e  f a c t  t h a t  t h e  t r a n s i t i o n  i s  a 
t r a n s i t i o n  o f  t h e  f i r s t  k i n d  c l o s e  t o  t h e  s e c o n d  k i n d ,  a n d  t h e  f a c t  
t h a t  t h e  c o e f f i c i e n t  B i n  t h e  f o u r t h  p o w e r  o f  t h e  p o l a r i z a t i o n  i n  
t h e  D e v o n s h i r e  e x p a n s i o n  i s  h i g h l y  d e p e n d e n t  on  t h e  t e m p e r a t u r e  c11, 
i n d i c a t e  a n  a n o m o l o u s l y  s m a l l  m a g n i t u d e  o f  B w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  
c o n s t a n t s  o f  t h e  f o l l o w i n g  a p p r o x i m a t i o n  a n d  a l s o  i n d i c a t e  t h a t  
c o r r e c t i o n s  t o  B m u s t  b e  i n c l u d e d .  The  t e m p e r a t u r e  c o n t r i b u t i o n s  
t o  t h e  o t h e r  q u a n t i t i e s ,  s u c h  a s  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  e l a s t i c i t y  or 
e l e c t r o s t r i c t i o n ,  a r e  a l r e a d y  n e g l i g i b l e  C11. T h a t  h a s  b e e n  t a k e n  
i n t o  a c c o u n t  i n  t h e  p l o t t i n g  o f  t h e  d i a g r a m  i n  F i g u r e  1, w h e r e  t h e  
c i r c l e s  w i t h  t h r e e  o u t g o i n g  d o t t e d  l i n e s ,  f o r  e x a m p l e ,  a r e  o m i t t e d ,  
s i n c e  h a r d l y  o n e  o f  t h e s e  d o t t e d  l i n e s  s h o u l d  c o r r e s p o n d  t o  a n  a -  
c o u s t i c  d e f o r m a t i o n  on  c o n s i d e r a t i o n s  o f  p a r i t y  C81. 

OD) 

aB 

Then  t h e  f i r s t  s i x  t e r m s  

i n  e x p a n s i o n  ( 1 5 )  h a v e  t h e  o r d e r  o f  T 2 ,  a n d  t h e  o t h e r  t e r m s ,  
e 

a f  9 2  

w i t h  ( 7 )  a n d  (141, t h e  a n a l y t i c  e x p r e s s i o n  c o r r e s p o n d i n g  t o  
( 1 5 )  i s  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m :  

H e r e ,  Fo(T> s t a n d s  f o r  t h e  p a t h  o f  t h e  f r e e  e n e r g y  t h a t  d o e s  
n o t  d e p e n d  on  t h e  mean d i s p l a c e m e n t ,  a n d  w e  h a v e :  

- 

kn 
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- - - -  - -  
- k n  G k n  OOk-k O z - k  Ok-k k n 

G; n Gc n 
G i 2 i 3  i 4 i l  + G V i j i l i 2  ' z i 3 i 4  ' m i 5 i 6  G i 2 i 3  i 4 i 5  i6i1 

The u p p e r  i n d i c e s  o f  t h e  p o t e n t i a l  V s t a n d  f o r  t h e  v a l u e s  o f  t h e  /14. - 
m o m e n t a ;  G k n  = G ( $ i w n ) .  The r e p e a t e d  G r e e k  l e t t e r  i n d i c e s  a r e  u n -  

d e r s t o o d  t o  mean s u m m a t i o n  f r o m  o n e  t o  t h r e e  a n d  t h e  E n g l i s h  i n d i -  
c e s  a r e  u n d e r s t o o d  t o  mean s u m m a t i o n  o v e r  a l l  c o o r d i n a t e s  f r o m  o n e  

t o  1 5 .  The  s y m b o l  f o r  o p t i c a l  c o o r d i n a t e s  x s t a n d s  f o r  a s i m -  

p l e  mean x w h i l e  f o r  a c o u s t i c a l  c o o r d i n a t e s  i t  s t a n d s  for d e f o r -  

m a t i o n  u a  . I n  t h e  l a t t e r  c a s e ,  t h e  i n d e x  " 0 "  i n  t h e  p o t e n t i a l  

V 0 " '  a c t u a l l y  s t a n d s  f o r  t h e  l i m i t  f o r  k+O o f  t h e  c o r r e s p o n d i n g  

d e r i v a t i v e  o f  t h i s  p o t e n t i a l  m u l t i p l i e d  by ( - i )  C81: 

-+ 
i b - -+ 

b '  

B 

a'. . 

s i n c e  t h e  p o t e n t i a l  i t s e l f  i s  e q u a l  t o  z e r o  o w i n g  t o  ( 2 ) .  

For w h a t  f o l l o w s ,  i t  i s  i m p o r t a n t  C71 t h a t  i n  t h e  i n t e g r a l s  

o v e r  2 i n  (17) t h e  r e g i o n  o f  l a r g e - w a v e  v e c t o r s  k - l / a  i s  s u b s t a n -  
t i a l  s i n c e  t h e  c o n t r i b u t i o n  o f  t h e  r e g i o n  o f  s m a l l  k i s  s u p p r e s s e d  

by  t h e  s t a t i s t i c a l  w e i g h t  o f  - k 3 .  For t h o s e  f a i r l y  l a r g e  2, i n  
t h e  G r e e n ' s  f u n c t i o n  t h e  i n f l u e n c e  o f  A a n d  o f  t h e  t e m p e r a t u r e -  

d e p e n d e n t  a n h a r m o n i c  c o r r e c t i o n s ,  r e m a i n s  s m a l l  e v e n  for t h e  c r i t i -  
e 

11 



. c a l  b r a n c h  s i n c e  t h e  c o e f f i c i e n t s  s ( 9 )  h a v e ,  g e n e r a l l y  s p e a k i n g ,  

- t h e  n o r m a l  a t o m i c  o r d e r  o f  m a g n i t u d e .  T h e r e f o r e ,  i n  t h e  f i r s t  a p -  
i 

p r o x i m a t i o n  t h e  f u n c t i o n s  G i n  (17) c a n  b e  r e p l a c e d  by Go0(%,iw ) 

as g i v e n  b y  ( 1 3 )  f o r  X = 0 .  T h e  i n f l u e n c e  o f  t h e  s u b s e q u e n t  t e r m s  

i s  d i s c u s s e d  i n  S e c t i o n  4 .  A f t e r  t h e  s u b s t i t u t i o n ,  t h e  q u a n t i t i e s  
i n  ( 1 7 )  a r e  s m o o t h  f u n c t i o n s  o f  t e m p e r a t u r e  a n d  f o r  Y i '  dijY e 

T>9, , ,  i n  w h i c h  c a s e  w e  c a n  c o n f i n e  o u r s e l v e s  t o  t h e  c l a s s i c a l  sum- 

mand w i t h  n = 0 i n  t h e  sums  o v e r  n i n  ( 1 7 ) .  T h o s e  q u a n t i t i e s  a r e  
c o n s t a n t .  

n 
e 

ij Zm 
L I  

To s t a t e  F i n  t e r m s  o f  p o l a r i z a t i o n  a n d  s t r a i n ,  w e  a l s o  t a k e  
i n t o  a c c o u n t  [ 8 1  t h a t  t h e  z e r o  p o t e n t i a l  d i s p l a c e m e n t  o f  t h e  c r i t i -  

tal c o o r d i n a t e  a v e r a g e  x i s  much g r e a t e r  t h a n  t h e  r e s i d u a l  d i s -  

p l a c e m e n t  a v e r a g e s  x s i n c e  i n  t h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  x f r o m  t h e  

c o n d i t i o n  a F / a F  = 0 t h e  d i s p l a c e m e n t s  o f  x a r e  i n v e r s e l y  p r o p o r -  

t i o n a l  t o  t h e  n o r m a l  h a r d n e s s e s  X w h i l e  x a r e  i n v e r s e l y  p r o p o r -  

t i o n a l  t o  t h e  sum o f  X a n d  o f  t h e  a n h a r m o n i c  c o r r e c t i o n s  o f  t h e  

- + 
- e - 

-+ + 
b - r 

+ 
r - 

-+ 
b 

r e 
e +- 

o r d e r  o f  - A r T / c a t .  C o r r e s p o n d i n g l y ,  t h e  p o l a r i z a t i o n  @ o f  t h e  

u n i t  v o l u m e  i s  d e t e r m i n e d  b y  t h e  c o o r d i n a t e  x : 
7 
e 

i 
I 

- + 
+ c z x  

+ - e c  

' e  
6 

(19) 

A s  a r e s u l t ,  (16) a s s u m e s  t h e  f o r m  o f  t h e  D e v o n s h i r e  e x p a n s i o n  C16, 
11: 
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t) 

. . .  
I n  a c c o r d a n c e  w i t h  ( 1 6 )  - (20), t h e  p a r a m e t e r s  o f  t h e  e x p a n -  

s i o n  a r e  e x p r e s s e d  t h r o u g h  m i c r o s c o p i c  q u a n t i t i e s  i n  t h e  f o l l o w i n g  
m a n n e r :  

v 3 e  v 3 e  e 1 1 2 2  e 1 1 1 1  

1 2 2 ,  ' z e  
4 ; e l l  = 4 ; e 1 2  = , b 1 2  = 4 

22, 

5 ~ 0  0 0 0 0 0  5 ~ 0 0 0  0 0 0 5vO 0 0 0 0 0 
'e 1 1 2 2 3 3  

6 
'e 1 1 1 1 2 2  

(21 
6 

'e 1 1 1 1 1 1  
12oze6 2 42, 

The G r e e k  l e t t e r  i n d i c e s  w i t h  t h e  s u b s c r i p t  "a" i n  t h e  p o t e n t i a l s  
i n  ( 2 1 )  c o r r e s p o n d  t o  t h e  a c o u s t i c a l  d e g r e e  o f  f r e e d o m  a n d  t h o s e  
w i t h o u t  a s u b s c r i p t  t o  t h e  c r i t i c a l  d e g r e e  o f  f r e e d o m .  

The  e x p r e s s i o n  o f  t h e  c o e f f i c i e n t s  y ,  d a n d  e t h r o u g h  

t h e  m i c r o s c o p i c  p a r a m e t e r s  ( 1 7 )  d i s t i n g u i s h e s  f o r m u l a s  (20) a n d  (21) 
f r o m  t h e  r e s u l t s  o f  Kwok a n d  M i l l e r C 8 1 .  I n  C81 t h e s e  c o n s t a n t s  a r e  
c o m p u t e d  i n  a p p r o x i m a t i o n  t o  t h e  s e l f - c o n s i s t e n t  f i e l d ,  w h i c h  i n  
t h e  d i a g r a m s  o f  F i g % r e  1 c o r r e s p o n d s  t o  r e j e c t i o n  o f  t h e  summands  
If a n d  lj-11. A s  n o t e d  a b o v e ,  t h o s e  d i a g r a m s  h a v e  t h e  same o r d e r  
o f  m a g n i t u d e  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  p a r a m e t e r  T / E  as  d o  t h e  o t h e r s .  

M o r e o v e r ,  i n  t h e  f i n a l  e x p r e s s i o n s  a n a l o g o u s  t o  (17) t h e  a u t h o r s  o f  
1 8 1  s u g g e s t  t h a t  o n  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e s  t h e  c o n t r i b u t i o n  o f  t h e  
c r i t i c a l  d e g r e e s  o f  f r e e d o m  b e  c o m p l e t e l y  n e g l e c t e d ,  " s i n c e  t h e i r  
i n c l u s i o n  l e a d s  t o  c o m p o n e n t s  i n  F d i f f e r e n t  f r o m  t h e  D e v o n s h i r e . "  
T h o s e  summands c o r r e s p o n d  t o  t h e  c o n t r i b u t i o n  t o  F o f  t h e  r e g i o n  o f  
s m a l l  k a n d  a r e  d i s c u s s e d  b e l o w .  H o w e v e r ,  a s  h a s  b e e n  m e n t i o n e d ,  
t h o s e  c o r r e c t i o n s  a r e  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  d e g r e e  o f  T / E ~ ~  a n d  a r e  

s m a l l .  I n  t h e  p r i n c i p a l  a p p r o x i m a t i o n ,  i n  i n t e g r a l s  (17)' t h e  s u b -  
s t a n t i a l  c o n t r i b u t i o n  comes  f r o m  t h e  r e g i o n  o f  l a r g e  k a n d  m u s t  b e  
f o u n d  b y  t a k i n g  A e  = 0 i n  t h e  c r i t i c a l  d e n o m i n a t o r s ,  a f t e r  w h i c h  

t h e  c r i t i c a l  d e g r e e s  o f  f r e e d o m  i n t r o d u c e  i n t o  t h e  c o n s t a n t s  a c o n -  
t r i b u t i o n  o f  t h e  same o r d e r  a s  d o  t h e  r e s i d u a l  o n e s .  

aB aBy8 

at 
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v 4 .  G R E E N ' S  F U N C T I O N .  C O R R E L A T I O N A L  E F F E C T S  /16 
The e x a c t  G r e e n ' s  f u n c t i o n  (12) s a t i s f i e s  t h e  Dyson e q u a t i o n  

C 1 5 1 :  I 

i s  t h e  s e l f - e n e r g y  p a r t .  G r a p h i c a l l y ,  t h e  e x p a n s i o n  of  w h e r e  
r .  writ-  
t e n  i n  t h e  f o r m  

" i j  
/l lr; p"""'" of t h e  i n t z r 2 z t i s ' ; :  2Ed ~ E ~ l o g o u s  to (15) 23';: 

A s  w a s  n o t e d  a b o v e ,  t h e  a n h a r m o n i c  e f f e c t s  a r e  s u b s t a n t i a l  f o r  
3 

t h e  c r i t i c a l  d e g r e e s  o f  f r e e d o m  i n  t h e  r e g i o n  o f  s m a l l  k .  M o r e o v e r ,  
b e l o w  t h e  t r a n s i t i o n  t h e r e  a p p e a r s  i n  t h e  c r y s t a l  a p i e z o e l e c t r i c  
e f f e c t  t h a t  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  p o l a r i z a t i o n  o f  t h e  l i n e a r  c o n -  
n e c t i o n  o f  t h e  a c o u s t i c a l  a n d  o p t i c a l  b r a n c h e s ,  i t  b e i n g  s u f f i c i e n t  
t o  a l l o w  f o r  o n l y  t h e  c o n n e c t i o n  w i t h  t h e  c r i t i c a l  b r a n c h .  T h u s ,  

a n d  "cc i t  i s  s u f f i c i e n t  t o  f i n d  t h e  e l e m e n t s  " i j  i n  t h e  m a t r i x  
-+ 

c a n  b e  n e g l e c t e d .  Com- " i j  for s m a l l  k w h i l e  t h e  r e s t  o f  t h e  ac  
p a r i n g  t h e  a n a l y t i c  e x p r e s s i o n s  t o  t h e  d i a g r a m s  o f  F i g u r e  2 ,  we 
o b t a i n  

14 



1 

2 4 b )  
G 

1 

Here t h e  same n o t a t i o n  i s  e m p l o y e d  a s  i n  ( 1 7 )  a n d  (21); t h e  
qik a r e  t h e  c o e t k i c i e n t s  v i  electrostriction: qa = q l ! - q 1 2 - q 4 ~ / 2  i s  

t h e  c o n s t a n t  o f  s t r i c t i o n a l  a n i s o t r o p y .  The a m o u n t s  by  w h i c h  d l l  

(0) i n  (17) a n d  ( 2 1 )  a r e  r e l a t e d  t o  t h e  a m o u n t s  b y  w h i c h  d i a g r a m s  
2 d  a n d  2 h - 2 n  o f  F i g u r e  2 d i f f e r  f rom If a n d  l j - 1 2  o f  F i g u r e  1. I n  
Figure 1, on t h o s e  d i a g r a m s  a r e  f o u n d  t h e  G r e e n ' s  f u n c t i o n s  for a 
g i v e n  v a l u e  o f  t h e  f r e q u e n c y  i w  o v e r  w h i c h  t h e  sum i s  e x t e n d e d .  I n  

t h e  a n a l o g o u s  d i a g r a m s  o f  F i g u r e  2 ,  o n e  o f  t h e  G h a s  b o t h  t h e  i n -  
t e r n a l  f r e q u e n c y  w a n d  a n  e x t e r n a l  f r e q u e n c y  w : G ( k , i w m ) +  m n 
G ( k , i w m  + i w n ) .  H o w e v e r ,  i f  we d o  n o t  e x a m i n e  t h e  c a s e  o f  t h e  v e r y  

l o w  t e m p e r a t u r e s  o f  t r a n s i t i o n ,  of  t h e  o r d e r  o f  a f e w  d e g r e e s ,  t h e n  
f o r  s m a l l  k t h e  t h e r m o d y n a m i c  c o n t r i b u t i o n  o f  t h e  summands w i t h  
n # 0 i s  much s m a l l e r  t h a n  f o r  n 0 a n d  t h e  a r g u m e n t  o f  d l l  a n d  
e c a n  be  o m i t t e d .  We c a n  p r o c e e d  s i m i l a r l y  w i t h  t h e  e x a m i n a t i o n  

s e t  f o r t h  f o r  t h e  l o w - f r e q u e n c y  d y n a m i c s  i n  S e c t i o n  5 ,  when i n  ( 2 4 )  
i w n  i s  r e p l a c e d  b y  t h e  f r e q u e n c y  w ,  i . e . ,  dll(w) 21 dll a n d  e 

CJ s i n c e  f o r  t h e  l a r g e  k w h i c h  a r e  i m p o r t a n t  i n  i n t e g r a l s  ( 1 7 )  

( i w n )  a n d  e ( i w n )  i n  ( 2 4 )  d i f f e r  f r o m  d l l  = dll (0) a n d  e = e 1 1 7  aB aB a &  - 

m 

aB 

( w )  +- aB 

t h e  s m a l l  f r e q u e n c y  w i s  n e g l i g i b l e  a s  c o m p a r e d  w i t h  t h e  o t h e r  
t e rms  o f  t h e  d e n o m i n a t o r s  o f  G .  

- 

W i t h  a l l o w a n c e  for ( 2 2 )  a n d  ( 2 4 1 ,  t h e  G r e e n ' s  f u n c t i o n  t a k e s  
on t h e  f o l l o w i n g  f o r m  i n s t e a d  o f  (13): 

w 2 J p + V t Q  w 2 J p r + V r  0 0 n n 

- 
i k z c  n cr 

n - w 
z -  r e  w 2tA ts,,, i k z ,  n r  

- 
G - l ( k i W n )  

wn 
c c  r e  -2 - wn 

-2 - 
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Here S O  i s  t h e  sum o f  C a n d  X c ;  t h e  s e c o n d  row a n d  t h e  s e c o n d  

- c o l u m n  c o r r e s p o n d  t o  t h e  c r i t i c a l  c o o r d i n a t e s  xc a n d  t h e  t h i r d  t o  

xp, a n d  t h e  i n d e x  f r c f f  i s  o m i t t e d  f r o m  t h e  c r i t i c a l  m a t r i c e s  V ,  S 

a n d  6 f o r  t h e  s a k e  o f .  a b b r e v i a t i o n  o f  t h e  n o t a t i o n .  

cc  -+ 

-+ 

The  c o m p o n e n t s  o f  t h e  m a t r i x  S O  c a n  b e  e x p r e s s e d  t h r o u g h  t h e  

d i e l e c t r i c  c o n s t a n t s .  L e t  u s  e x a m i n e ,  e . g . ,  t h e  t e t r a g o n a l  p h a s e  
w i t h  p o l a r i z a t i o n  a l o n g  t h e  x - a x i s .  D e t e r m i n i n g  t h e  z e r o  p o t e n t i a l  
v a l u e s  o€ t h e  s t r a i n s  f r o m  t h e  minimum F c o n d i t i o n  a n d  s u b s t i t u t i n g  
t h e  v a l u e s  f o u n d  i n t o  ( 2 0 )  a n d  ( 2 4 1 ,  w e  h a v e :  

I 

Here - 6 , e: a n d  ~f a r e  c o n s t a n t s  o f  t h e  f r e e  c r y s t a l  /18 
aB - 6 a f i - 6 a l  f31 

a l o n g  a n d  a c r o s s  t h e  t e t r a g o n a l  a x i s .  

I n  S e c t i o n  5 i t  w i l l  b e  shown t h a t  t h e  e x p r e s s i o n s  i n  p a r e n -  
t h e s e s  i n  ( 2 6 )  m u s t  b e  e q u a l  t o  t h e  r e c i p r o c a l  s u s c e p t i b i l i t i e s  o f  
t h e  p r e s s e d  c r y s t a l ,  for w h i c h  r e a s o n  r e l a t i o n  ( 2 6 )  c o u l d  b e  o b -  
t a i n e d  b y  t h e r m o d y n a m i c a l  means  as  w e l l  f r o m  t h e  e q u a t i o n  ( 3 8 )  t o  
b e  g i v e n  b e l o w .  

L e t  u s  now d i s c u s s  t h e  c o r r e l a t i o n a l  e f f e c t s  C3,141, ? . e . ,  t h e  
a d d i t i o n a l  t e r m s  a p p e a r i n g  a s  a r e s u l t  o f  a s u b s t i t u t i o n  i n t o  t h e  

r i g h t - h a n d  s i d e s  o f  e q u a t i o n s  ( 1 5 )  a n d  (17) f o r  F a n d  ( 2 3 )  f o r  C 

o f  a n  e x a c t  G r e e n ’ s  f u n c t i o n  i n s t e a d  o f  t h e  G o o  u s e d  a b o v e ,  c o r -  

r e s p o n d i n g  t o  S O  = Q = 0 .  We f i n d ,  f o r  e x a m p l e ,  t h e  c o r r e c t i o n  6 C  

i n  g r a p h  2c f o r  C w i t h  k = w = 0 .  For t h e  s a k e  o f  s i m p l i c i t y ,  w e  

s h a l l  c o n f i n e  o u r s e l v e s  t o  t h e  r e g i o n  b e l o w  t h e  t r a n s i t i o n  t e m p e r a -  
t u r e  T o  a n d  t o  t h e  c a s e  w h e r e  T o  i s  n o t  t o o  s m a l l .  U n d e r  t h o s e  

c o n d i t i o n s ,  as  h a s  b e e n  m e n t i o n e d ,  i t  i s  s u f f i c i e n t  t o  c o n f i n e  
o n e ’ s  s e l f  t o  t h e  c l a s s i c  summands w i t h  n = 0 o n l y  i n  t h e  sum o v e r  
t h e  f r e q u e n c i e s  w t h a t  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  i n t e r n a l  l i n e  o f  t h e  
d i a g r a m :  

-+ 

n 

n 

ij I 
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I n  a c c o r d a n c e  w i t h  t h e  m e t h o d  o f  s u c c e s s i v e  a p p r o x i m a t i o n s  , w e  
. t a k e  t h e  e x p r e s s i o n  ( 2 5 )  f o r  t h e  f u n c t i o n  G ,  w h i l e  f o r  t h e  T > T o  un-  

d e r  s t u d y  t h e  e q u a t i o n s  S o  = L c . r r A / ~ o  a n d  E O  = C (T-Te)-’ w i l l  h o l d .  

The i n t e g r a l  ( 2 7 )  c o n v e r g e s  on  s m a l l  k -?a&, f o r  w h i c h  r e a s o n  t h e  

v a l u e s  o f  G a n d  G o o  for s m a l l  k e n t e r  i n t o  ( 2 7 ) .  U n d e r  t h o s e  c o n -  
d i t i o n s ,  t h e  m a t r i c e s  V 

t 

-f 

a n d  S b b ,  o f  ( 8 )  t h a t  d e s c r i b e  t h e  c r o s s i n g  b 
o f  d i f f e r e n t  b r a n c h e s  a c c o r d i n g  t o  ( 9 )  t e n d  t o w a r d  z e r o .  T h e r e f o r e ,  
i n  G i t  i s  s u f f i c i e n - c  T O  idke i i i t o  account c ? r ? l y  t h e  c r i t i c a l  a n d  
a c o u s t i c  b r a n c h e s  f o r  w h i c h  t h e  d e n o m i n a t o r s  o f  t h e  G r e e n ’ s  f u n c -  
t i o n  a r e  s m a l l  a t  s m a l l  k ;  i n  f o r m u l a  ( 2 7 ) ,  h o w e v e r ,  w e  n e e d  c o n -  
s i d e r  o n l y  t h e  c r i t i c a l  c o m p o n e n t s  s i n c e  t h e  a c o u s t i c  p o t e n t i a l s  

o o k - k  a n d  V o o k - k  
‘ a B Y 6 a  aBYaGa 
t e r  w e  d r o p  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  a n d  a c o u s t i c  c o m p o n e n t s ,  as  - 
s u m e s  t h e  f o r m :  

-b 

- -  - -  
a t  s m a l l  k r e t u r n  t o  z e r o  a c c o r d i n g  t o  ( 2 ) .  A f -  

= (so t s t AgZ - Vt V I - ’  ( 2 8 )  

w h e r e  A a n d  gz a r e  t h e  same a s  i n  ( 2 1 )  a n d  (10). 
[ t h a n k s  t o  t h e  l o n g - r a n g e  d i p o l e  i n t e r a c t i o n  i n  ( 2 8 1 1  t h e r e  h a s  a p -  
p e a r e d  a l i n e a r  t e r m  p r o p o r t i o n a l  t o  gz, a c o e f f i c i e n t  a t  w h i c h  A 
a s s u m e s  t h e  o r d e r  o f  t h e  s q u a r e  o f  t h e  p l a s m a  f r e q u e n c y  o f  t h e  i o n s  __. / 1 9  
a n d  a t  t h e  s m a l l  v a l u e s  o f  k u n d e r  c o n s i d e r a t i o n  t h e r e  a r e  many 
m o r e  r e s i d u a l  t e r m s  o f  t h e  d e n o m i n a t o r  ( 2 8 ) .  T h e r e f o r e ,  t h e  l i n e a r  
d e g r e e  o f  f r e e d o m  i n  t h e  r e g i o n  u n d e r  c o n s i d e r a t i o n  l / a > > k > > l / L  
c e a s e s  t o  b e  c r i t i c a l  C 7 , 1 9 , 4 1  a n d  i n  ( 2 7 )  i t  i s  s u f f i c i e n t  t o  t a k e  
i n t o  a c c o u n t  o n l y  t h e  t r a n s v e r s e  c o m p o n e n t s  

I t  i s  c l e a r  t h a t  

(2c) = WE, 0 0 0 0  [(io + s - v+ + v);’ - (s - v+ + 9.11  1 ( 2 9 )  

‘ I  CiB-YG - 
k 

Here t h e  i n d i c e s  i n  t h e  m a t r i x  R mean t h a t  R m u s t  b e  p r o -  

j e c t e d  o n  t h e  s u b s p a c e  ( p l a n e )  w h i c h  i s  o r t h o g o n a l  w i t h  r e s p e c t  t o  

n“ : Rt = g Rgt, a n d  t h e r e f o r e  w e  e m p l o y  i n  t h i s  s u b s p a c e  t h e  m a t r i x  

i n v e r s e  t o  R 
t h e  m a t r i x  ( R  + AgZ)-I i f  w e  make A - f w :  

t 

The v a l u e s  o f  t h e  e l e m e n t s  R-l c a n  b e  f o u n d  f r o m  t’ t 

-1  - 1 a - i 
i ( 3 0 )  Cn n A ( 0 )  ~ A a B ( t ) l g = O  

!Jv lJ v P V  
(Rt )aB 

w h e r e  A ( 5 )  i s  t h e  a l g e b r a i c a l  s u p p l e m e n t  o f  t h e  m a t r i x  e l e m e n t  

R a B  + gn n . aB 

a B  

I f  i n  ( 2 9 )  w e  s u b s t i t u t e  ( 9 )  f o r  S , V , A  a n d  i n t r o d u c e  t h e  new 

~~ ~~ ~~- 
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- + ' 
v a r i a b l e  x = I k l d ~ o / X  w i t h  i n t e g r a t i o n  o v e r  k ,  t h e  i n t e g r a l  ( 2 9 ) ,  

. a s s u m i n g  c u b i c  s y m m e t r y ,  c a n  b e  c o n v e r t e d  t o  t h e  f o r m :  

I . -  
w h e r e  

t a t z 
4 = s t g  + s a g  - ( .v tg  t v a g a ) ( a Z g  + atq a 

1 . ,- 

i + g , b a B  a r e  t h e  same a s  i n  (10) a n d  ( 2 0 1 ,  a n d  dn r e p r e s e n t s  i n t e -  

g r a t i o n  o v e r  t h e  v e c t o r  a n g l e s  n. -% 

The c o r r e c t i o n  f o r  t h e  g r a p h  2d i s  c a l c u l a t e d  s i m i l a r l y .  How- 
e v e r ,  t h e  r e s u l t  a s s u m e s  t h e  f o r m  (311, a n d  t h e  c o r r e s p o n d i n g  c o n -  
s t a n t  J i s  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  s q u a r e  c o m b i n a t i o n s  o f  t h e  s t r i c -  

t i o n  c o n s t a n t s  q d i v i d e d  i n t o  t h e  m o d u l u s  o f  e l a s t i c i t y  C 

S i n c e  w e  h a v e  t o  k e e p  i n  m i n d  t h e  r e l a t i v e l y  s m a l l  s i z e  o f  b a 

q u a n t i t a t i v e  c a l c u l a t i o n  m u s t  a l s o  t a k e  i n t o  a c c o u n t  some g r a p h s  
w h i c h  a r e  o m i t t e d  f r o m  F i g u r e  2 ,  i . e . ,  t h e  g r a p h s  2 f * - * 2 n  i n  w h i c h  
t w o  d o t t e d  l i n e s  a r e  r e p l a c e d  b y  one s o l i d  l i n e .  The  i n s e r t i o n  o f  
t h e s e  t e r m s  l e a d s  t o  a s u b s t i t u t i o n  i n  ( 3 2 )  b +Tn w h e r e  t h e  

v a l u e s  L - e  i n  ( 2 0 ) .  
aB aB 

2d 

ik' ik 
aB ' 

aB aB' 
/ 2 0  - 

The c o m p o n e n t s  XGo,  a c c o r d i n g  t o  ( 3 8 )  b e l o w ,  a r e  e q u a l  t o  t h e  

d i e l e c t r i c  p e r m e a b i l i t y  E .  H e n c e ,  t h e  f o r m u l a  for E w i t h  c o r r e c -  
t i o n s  o f  t h e  f i r s t  a p p r o x i m a t i o n  a s s u m e s  t h e  f o r m :  

w h e r e  t h e  v a l u e  J i s  e q u a l  t o  t h e  sum o f  t h e  t e r m s  o f  t h e  f o r m  ( 3 2 )  
g i v e n  a b o v e .  

The  c o r r e c t i . o n  t e r m  i n  ( 3 3 )  a s s u m e s  t h e  c o n v e n t i o n a l  f o r m  c h a r -  
a c t e r i s t i c  f o r  c o r r e c t i o n s  t o  a z e r o  a p p r o x i m a t i o n  o f  a s e l f - c o n s i s -  
t e n t  f i e l d  [ 1 4 , 3 ] .  The  c o r r e c t i o n  t e r m s  f o r  o t h e r  t h e r m o d y n a m i c  
v a l u e s  a s  w e l l  h a v e  a n  a n a l o g o u s  f o r m  C31.  The  c o n s t a n t  J i n  o r d e r  
o f  v a l u e  i s  e q u a l  t o  t h e  i n v e r s e  a t o m i c  e n e r g y  1 / ~  - t h e r e f o r e ,  a s  

w e  h a v e  a l r e a d y  m e n t i o n e d ,  t h e  p r i n c i p a l  p a r a m e t e r  d e t e r m i n i n g  t h e  
s u i t a b i l i t y  o f  t h e  z e r o  a p p r o x i m a t i o n  ( 2 0 )  a n d  ( 2 5 )  a n d  t h e  s m a l l  
s i z e  o f  t h e  c o r r e l a t i o n  e f f e c t s  i s  T / E  

at' 

a t '  
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L e t  u s  e s t i m a t e  t h e  c o r r e c t i o n  t e r m  i n  ( 3 3 )  f o r  B a T i O g .  I n  
2/eik a r e  t h e  v a l u e s  o f  o n e  o r d e r  s o  

t h a t  f o r  e s t i m a t i n g  J we c a n  u s e  ( 3 2 ) .  The  v a l u e  A i s  i n s e r t e d  i n t o  
t h e  f o r m u l a  f o r  t h e  s p e c t r u m  o f  t h e  c r i t i c a l  v i b r a t i o n s  (41) a n d  w e  
c a n  c o n c l u d e  f r o m  a c o m p a r i s o n  w i t h  t h e  d a t a  i n  E 1 7 1  t h a t  6 - 1 0 1 3  
Hz.  The  d a t a  w i t h  r e f e r e n c e  t o  s a n d  v i n  B a T i 0 3  a r e  unknown,  

b u t  i n  S r T i O  s - a [ 1 8 ] ,  so t h a t  w e  c a n  e x p e c t  t h e  same  t h i n g  i n  

t h i s  c a s e  as  w e l l .  

[l], we w i l l  h a v e  

a n d  q 
aBTeaB i k  

: t h i s  m a t e r i a l  b 

i i 

a n d  a t h e  v a l u e s  g i v e n  i n  I f  w e  u s e  for b a g  i 
i i 

t 

A t  t h e  t r a n s i t i o n  p o i n t ,  t h e  c o r r e c t i o n  t e r m  J T q  i n  ( 3 3 )  a m o u n t s  

t o  a b o u t  5 % .  

5 .  S P E C T R U M  O F  V I B R A T I O N S  A T  S M A L L  

The d y n a m i c  p r o p e r t i e s  o f  t h e  s y s t e m  c a n  b e  d e s c r i b e d  s a t i s -  
f a c t o r i l y  b y  u s i n g  t h e  G r e e n ' s  t ime f u n c t i o n  C 1 5 1  G ( t ) :  

- 
The  F o u r i e r  c o m p o n e n t  o f  t h e  t i m e  f u n c t i o n  G ( ' ) ( k , w )  c a n  b e  /21 - 

f o u n d  f r o m  t h e  t e m p e r a t u r e  f u n c t i o n  G ( k , i w n ) ( l 2 )  b y  m e a n s  o f  a n  a n -  
a l y t i c a l  e x t e n s i o n  w i t h  d i s c r e t e  number  o f  p o i n t s  iwn i n  t h e  com- 
p l e x  p l a n e  w o n  t h e  r e a l  a x i s  C 1 5 1 :  

H e n c e ,  i n  t h e  a p p r o x i m a t i o n  G (t) u n d e r  c o n s i d e r a t i o n ,  w e  o b -  
t a i n  m a t r i x  ( 2 5 )  b y  t h e  e x c h a n g e  w - + - i w .  n 

p o l e s  , i . e . ,  
t h e  f r e q u e n c y  v a l u e s  a t  w h i c h  t h e r e  is a s o l u t i o n  i n  t h e  c o r r e s -  
p o n d i n g  s y s t e m s  o f  s i m i l a r  e q u a t i o n s  C 1 5 1 ,  w h e r e  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  
v e c t o r s  5 d e t e r m i n e  t h e  a m p l i t u d e s  o f  t h e  d i s p l a c e m e n t  i n  t h e  e x -  

c i t a t i o n .  I f + w e  s h i f t  f r o m  t h e  p o t e n t i a l  c o m p o n e n t  t o  t h e  e l e c -  
t r i c a l  f i e l d  E for t h e  s a k e  o f  c l a r i t y ,  w e  w i l l  h a v e  f o r  t h e  d e t e r -  
m i n a t i o n  o f  t h e  s p e c t r u m  t h e  e q u a t i o n s  

( t )  The  e x c i t a t i o n  s p e c t r u m  i s  d e t e r m i n e d  b y  t h e  G 

i 
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+- +- - - z E = O  ( V +  + Q+ - w2Ju)z + ( S O  + S - w2)xe + Serxr  e 

S y s t e m  ( 3 7 )  d i f f e r s  f r o m  t h e  c o n v e n t i o n a l  e q u a t i o n s  o f  h a r m o n i c  
v i b r a t i o n s  by t h e  e x i s t e n c e  o f  a d e p e n d e n c e  on t e m p e r a t u r e  a n d  d e -  
f o r m a t i o n  i n  t h e  v a l u e s  o f  S O  a n d  & .  T h e s e  e q u a t i o n s  a r e  v e r y  

c l e a r ,  a n d  a n a l o g o u s  s e m i p h e n o m e n o l o g i c a l  r e l a t i o n s h i p s  w e r e  w r i t -  
t e n  p r e v i o u s l y  b y  G i n s b u r g  [ 9 , 1 4 1  a n d  C o c h r a n  [10,111; who c a l l e d  
t h e m  ''a l i n e a r  a n h a r m o n i c  a p p r o x i m a t i o n " .  T h e s e  e q u a t i o n s  h a v e  
b e e n  g i v e n  a b o v e  m i c r o s c o p i c a l l y ,  a n d  t h e  r e g u l a r  m e t h o d  u s e d  m a k e s  
i t  p o s s i b l e  a l s o  t o  i n v e s t i g a t e  h i g h e r  a p p r o x i m a t i o n s  i n  t e r m s  o f  
t h e  p a r a m e t e r  T / E  a n d  ( t o  a c e r t a i n  d e g r e e )  t h e  e f f e c t s  o f  damp- 

i n g  C41 as  w e l l .  
a t  

I n  r e g i o n s  o f  s m a l l  k a n d  w t h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  t h e  c r i t -  
i c a l  a n d  a c o u s t i c a l  b r a n c h e s  w i t h  o t h e r  b r a n c h e s  i n  ( 3 7 )  i s  s m a l l ,  
a n d  t h e  c o m p o n e n t s  x' c a n  b e  d i s r e g a r d e d ;  f o r  A , V , S  a n d  Q ,  h o w e v e r ,  

e x p a n s i o n s  ( 9 )  a n d  (24b) a r e  u s e d .  
r 

I n  t h e  c a s e  w h e r e  w e  a r e  c o n s i d e r i n g  m a c r o s c o p i c  w a v e l e n g t h s  - / 2 2  
g r e a t e r  t h a n  or on  t h e  o r d e r  o f  t h e  d i m e n s i o n s  o f  t h e  c r y s t a l  L t h e  

v e c t o r  k i n  ( 3 7 )  m u s t  b e  s u b s t i t u t e d  f o r  t h e  d i f f e r e n t i a t i o n  o p e r -  

a t o r  a / a R  i n  ( 3 7 )  i s  c h a n g e d  i n t o  a s e t  o f  e q u a t i o n s  f o r  t h e  t h e o r y  
o f  e l a s t i c i t y  a n d  e l e c t r o d y n a m i c s  [ 1 9 ] ,  t a k i n g  a c c o u n t  o f  t h e  p i e -  
z o e l e c t r i c  e f f e c t  b e l o w  P O .  We c a n  s e e  f r o m  ( 3 7 )  t h a t  when we c o n -  

s i d e r  t h e  v i b r a t i o n s  i n  a u n i f o r m  f i e l d  E ,  t h e  p i e z o e l e c t r i c  b o n d  
o f  t h e  c r i t i c a l  b r a n c h ,  w h i c h  d e t e r m i n e s  t h e  p o l a r i z a t i o n ,  b e c o m e s  
s i g n i f i c a n t  o n l y  f o r  t h e  f r e q u e n c i e s  w L l / L J C ,  ? . e . ,  i n  t h e  r e g i o n  
o f  p i e z o a c o u s t i c  r e s o n a n c e s .  A t  h i g h  f r e q u e n c i e s ,  t h e  l i n k  b e t w e e n  
t h e  b r a n c h e s  f a l l s  as  1 / w 2 ,  s o  t h a t  t h e  v a l u e  o f  S o  i n  ( 3 7 )  d e t e r -  

m i n e s  t h e  d i e l e c t r i c  p e r m e a b i l i t y  E a t  t h o s e  h i g h  f r e q u e n c i e s ,  

w h i c h  i s  c a l l e d  t h e  p e r m e a b i l i t y  o f  t h e  p r e s s e d  c r y s t a l :  

+- 

-b 

-+ 
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+ 
A f t e r  o m i t t i n g  t h e  c o m p o n e n t  E ,  t h e  e q u a t i o n s  f o r  t h e  s p e c t r u m  - 

. a t  s m a l l  k a n d  w a s s u m e  t h e  f o r m  

I f  w e  d o  n o t  t a k e  i n t o  a c c o u n t  t h e  v e r y  l o n g  w a v e s  l i k  L 
c m ,  w h e r e  t h e r e  i s  a d e f i n i t e  c r o s s i n g  o f  t h e  p h o n o n  a n d  e l e c t r o -  
m a g n e t i c  b r a n c h e s  [ 2 0 , 4 ] ,  t h e n  t h e  r e l a t i v i s t i c  t r a n s v e r s e  t e r m  i n  
( 3 9 )  c a n  b e  d i s r e g a r d e d .  Of t h e  r e m a i n i n g  s i x  b r a n c h e s ,  o n e  w h i c h  

i s  l i n e a r  o p t i c  a s s u m e s  t h e  h i g h  f r e q u e n c y  w - 6 a n d  w i l l  n o t  b e  
c o n s i d e r e d ,  s i n c e  a t  t h e  t r a n s i t i o n  f r o m  ( 3 7 )  t o  ( 3 9 )  t h e  f r e q u e n -  

o n l y  
s p e c -  

c i e s  a r e  c o n s i d e r e d  s m a l l .  T h e r e f o r e ,  i n  ( 3 9 ) ,  t h e r e  r e m a i n  
t h e  t r a n s v e r s e  c r i t i c a l  c o o r d i n a t e s  a n d  t h e  e q u a t i o n  f o r  t h e  
t r u m  c a n  b e  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m  

w h e r e  t h e  d e s i g n a t i o n  ( * * . ) t - l  i s  t h e  same  a s  i n  ( 2 9 )  a n d  ( 3  

I = o! 

T h a n k s  t o  t h e  t r a n s v e r s a l i t y  o f  t h e  c r i t i c a l  m a t r i x ,  t h e  l i n e a r  
p a r t s  o f  m a t r i c e s  S, V a n d  Q d o  n o t  make a n y  c o n t r i b u t i o n  t o  ( 4 0 ) .  
T h e r e f o r e ,  i n  m a t r i x  Q ( 2 4 b )  i t  i s  p o s s i b l e  t o  o m i t  t h e  t e r m  

w h i c h  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  k a n d  i n  m a t r i c e s  V a n d  S ( 9 )  t o  i n s e r t  / 2 3  

v z  = v a n d  s = A f t e r  t h i s ,  i n  t h e  s y s t e m  o f  t h e  p r i n c i p a l  

a x e s  o f  t h e  c r y s t a l ,  V a n d  S w i l l  b e  d i a g o n a l .  A t  known e l a s t i c  
s t r i c t i o n  a n d  d i e l e c t r i c  c o n s t a n t s ,  t h e  s p e c t r u m  o f  t h e  f i v e  b r a n c h -  
e s ,  g i v e n  i n  ( 4 0 1 ,  i s  d e t e r m i n e d  by t h e  s i x  c o n s t a n t s  A ,  1.1, st, S a ,  
ut a n d  v 
f i n d  t h e s e  c o n s t a n t s .  L e t  u s  n o t e ,  h o w e v e r ,  t h a t  s i n c e  t h e  c o o r d i -  
n a t e  o f  a n y  o f  t h e  i o n s  o f  t h e  c e l l  c a n  b e  c h o s e n  a s  t h e  a c o u s t i c  
c o o r d i n a t e ,  t h e  r e g e n e r a t i o n  o f  t h e s e  c o n s t a n t s  i n  S e c t i o n  2 a l o n g  
t h e  s p e c t r u m  i s  n o t  c o m p l e t e l y  u n a m b i g u o u s .  The  v i b r a t i o n a l  f r e -  
q u e n c i e s  a r e  e x p r e s s e d  o n l y  b y  s u c h  c o m b i n a t i o n s  o f  A ,  1.1, si a n d  v 

w h i c h  a r e  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  i n d i c a t e d  c h o i c e .  T h e r e f o r e ,  a com- 
p l e t e  s p e c t r a l a n a l y s i s  makes  i t  p o s s i b l e  t o  d e t e r m i n e  o n l y  c e r t a i n  
p o s s i b l e  g r o u p i n g s  o f  t h e  c o n s t a n t s  ( a c c o r d i n g  t o  t h e  n u m b e r  o f  
n o n e q u i v a l e n t  a t o m s  i n  t h e  c e l l ) .  

aB 
- B Y  

t 2 St‘ 

a n d  i t s  e x p e r i m e n t a l  i n v e s t i g a t i o n  m a k e s  i t  p o s s i b l e  t o  a’ 

i 

The f i v e  b r a n c h e s  d e s c r i b e d  i n  ( 4 0 )  a t  t h e  v e r y  s m a l l e s t  v a l -  
-t 

u e s  o f  k c a n  b e  d i v i d e d  i n t o  t h r e e  a c o u s t i c  b r a n c h e s  w i t h  l i n e a r  
d e p e n d e n c e  o f  w u p o n  k ,  a n d  t w o  t r a n s v e r s e  c r i t i c a l  b r a n c h e s  w i t h  
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. - .  . 
a g a p  i n  t h e  s p e c t r u m  w h i c h  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  E - *  - l!7'-Tc1*. T h u s ,  

i n  t h e  t e t r a g o n a l  p h a s e  w e  h a v e  

A s i d e  f r o m  t h e  t e m p e r a t u r e  d e p e n d e n c e  o f  t h i s  g a p ,  t h e  e s s e n -  
t i a l  p r o p e r t y  o f  t h i s  s p e c t r u m  c o n s i s t s  i n  t h a t  i t  c h a n g e s  c o n s i d e r -  
a b l y  w i t h  w a v e l e n g t h s  w h i c h  a r e  much g r e a t e r  t h a n  t h e  i n t e r a t o m i c  

d i s t a n c e s  a .  T h u s ,  i n  t h e  r e g i o n  l/a>>k>>wc(0)(4q)* w e  c a n  d i s -  

r e g a r d  S O  a n d  Q i n  ( 4 0 )  a n d  a l l  f i v e  b r a n c h e s  w i l l  h a v e  a l i n e a r  

d e p e n d e n c e  o f  w u p o n  k .  "wc(0)ai-*, t h e r e  i s  a s h a r p  b r e a k  

i n  t h e  d e p e n d e n c e  o f  t h e  a c o u s t i c  f r e q u e n c i e s  u p o n  k ,  a n d  t h e  v e l o -  
c i t i e s  o f  s o u n d  a t  s m a l l  a n d  l a r g e  f r e q u e n c i e s  d o  n o t  a g r e e .  

W i t h  k 

F o r  t h e  $ a k e  o f  i l l u s t r a t i o n ,  l e t  u s  c o n s i d e r  t h e  p a r t i a l  cases  
i n  ( 4 0 ) .  I f  k i s  d i r e c t e d  a l o n g  x ,  t h e n  t h e  f i v e  b r a n c h e s  ( 4 0 )  will 
b e  d i v i d e d  i n t o  o n e  l i n e a r  a c o u s t i c  b r a n c h , a n d  t w o  p a i r s  o f  d e g e n -  
e r a t e  t r a n s v e r s e  v i b r a t i o n s .  H o w e v e r ,  i f  k i s  d i r e c t e d  a l o n g  t h e  
t h e  p r i n c i p a l  a x i s ,  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  t e t r a g o n a l  a x i s ,  w e  w i l l  
h a v e  o n l y  o n e  p a i r  o f  b r a n c h e s  whose  p o l a r i z a t i o n  i s  p e r p e n d i c u l a r  

t o  k a n d  8 ,  w h i l e  t h e  r e m a i n i n g  t r a n s v e r s e  b r a n c h e s  b e l o w  T O  w i l l  

b e  c o m b i n e d  w i t h  t h e  l i n e a r ,  a n d  t h e  d i s p e r s i o n  e q u a t i o n  w i l l  b e -  
come c u b i c :  

+ 
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To i l l u s t r a t e  t h e  a n g u l a r  d e p e n d e n c e  o f  t h e  s p e c t r a  b e l o w  T O ¶  
- l e t  u s  c o n s i d e r  t h e  h y p o t h e t i c a l  c a s e  o f  a c r y s t a l  i n  w h i c h  we h a v e  

t h e  c o n s t a n t s  a = V ,  = sa = 0 i n  ( 9 ) .  I n  B a T i 0 3 ,  for e x a m p l e ,  t h e  
c o n s t a n t  o f  a n g u l a r  a n i s o t r o p y  a i s  o f  a n  o r d e r  s u c h  t h a t  a a n d  

a Z : a a : a t  :aZ 0 . 6 : 0 . 4 4 : 2 . 2 .  A t  t h e  v a l u e s  u n d e r  d i s c u s s i o n ,  t h i s  

a n i s o t r o p y  i s  u s u a l l y  i n s i g n i f i c a n t .  I n  t h i s  case  i t  i s  p r e f e r a b l e  
t o  c a r r y  o u t  t h e  c a l c u l a t i o n  i n  a s y s t e m  o f  c o o r d i n a t e s  w h e r e  o n e  

o f  t h e  a x e s  i s  d i r e c t e d  a l o n g  k ,  a n d  t h e  o t h e r  i s  p e r p e n d i c u l a r  t o  

k a n d  P .  Then  we a g a i n  h a v e  a p a i r  n f  h r a n c h e c  r:.ith a p ~ l s r i z a t i o i i  

p e r p e n d i c u l a r  t o  k a n d  P a n d  for o t h e r s  w e  o b t a i n  a n  e q u a t i o n  o f  
t h e  t h i r d  d e g r e e :  

a 
a t 

+- 

+ -t 

+- + 

I 

i 
(431 

i s  much g r e a t e r  t h a n  E,, , a n d  q i s  a c o n s t a n t  
El a 

I n  B a T i O g ,  

q 1 2 ,  q44,4 s u c h  t h a t  t h e  a n i s o t r o p y  of  t h e  s p e c t r u m  b e l o w  T o  i s  

s i g n i f i c a n t .  

The  f o r m u l a s  i n  t h i s  s e c t i o n  were o b t a i n e d  b y  d i s r e g a r d i n g  t h e  
r e l a x a t i o n  p r o c e s s e s .  F r e q u e n t l y  t h e y  c o r r e s p o n d  t o  i s o t h e r m a l  v i -  
b r a t i o n s ;  a t  t h e  same t i m e ,  d e p e n d i n g  o n  t h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  
k ,  w a n d  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e r m o c o n d u c t i v i t y  a n d  p e r s i s t e n c e  o f  
t h e  o s c i l l a t i o n ,  t h e y  c a n  a l s o  b e  a d i a b a t i c  El]. H o w e v e r ,  t h e s e  
e f f e c t s  a r e  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  h i g h e r  d e g r e e s  o f  T / E ~ ~  a n d  a r e  

s m a l l ;  f o r  e x a m p l e ,  i n  B a T i 0 3  t h e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  a d i a b a t i c  
d i e l e c t r i c  p e r m e a b i l i t y  a n d  t h e  i s o t h e r m a l  p e r m e a b i l i t y  a m o u n t s  t o  
a b o u t  3% C11. The  d a m p i n g  o f  t h e  v i b r a t i o n s  i n  t h e  i d e a l  c r y s t a l  
u n d e r  c o n s i d e r a t i o n  i s  a l s o  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  h i g h e r  d e g r e e s  o f  

a n d  ( a s  e s t i m a t e s  w i l l  s h o w )  t h e y  a r e  t h e  a n h a r m o n i c i t y  o f  T / E  
s m a l l .  T h e r e f o r e ,  t h e  l a r g e  v a l u e  f o r  t h e  w i d t h  o f  t h e  c r y s t a l  v i -  
b r a t i o n s  w h i c h  w a s  o b s e r v e d  C171 and  t h e  d i e l e c t r i c  l o s s e s  a t  u l t r a -  / 2 5  

a t ’  
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h i g h  f r e q u e n c i e s  C11 a r e  a p p a r e n t l y  r e l a t e d  t o  t h e  s c a t t e r i n g  a t  

i n  a n o t h e r  p a p e r .  
- c r y s t a l  d e f e c t s .  T h e s e  p r o b l e m s  w i l l  b e  d i s c u s s e d  i n  g r e a t e r  d e t a i l  

6.  C O N C L U S I O N  

I n  c o n c l u s i o n ,  w e  w o u l d  l i k e  t o  make t w o  o b s e r v a t i o n s ,  o n e  o f  
w h i c h  i s  m e t h o d i c a l  a n d  t h e  o t h e r  i s  o f  a n  e x p e r i m e n t a l  c h a r a c t e r .  

L e t  u s  c o n s i d e r  t h e  r e l a t i o n s h i p  o f  t h i s  p a p e r  t o  a d e s c r i p t i o n  
of- t r a n s i t i o n  u s i n g  -cne m e t h o d  o f  i i i e  s e i I - c u ~ l s l s t e n t  field r13 L d y T J .  ' I '  
I n  C 3 , 4 1 ,  t h e  r a d i u s  o f  i n t e r a c t i o n  ro o f  i o n s  o f  d i f f e r e n t  c e l l s  

was a s s u m e d  t o  b e  l a r g e .  T h e r e f o r e ,  t h e  i n t e r a c t i o n  i s  d e s c r i b e d  
w e l l  b y  t h e  mean s e l f - c o n s i s t e n t  f i e l d ,  a n d  t h e  c o r r e l a t i o n  o f  e f -  

f e c t s  w e r e  p r o p o r t i o n a l  t o  r 0 - 3 .  I n  t h i s  p a p e r ,  t h e  s m a l l  p a r a m -  

e t e r s  a r e  t h e  a n h a r m o n i c i t y  T / E  a n d  t h e  a b n o r m a l l y  low d e g r e e  o f  at 
r i g i d i t y  A - ArT/~at. The  a n h a r m o n i c  c o r r e l a t i o n  e f f e c t s  a r e  s i g -  

n i f i c a n t  o n l y  f o r  p h o n o n s  w i t h  l o w  k - -  ~ T / E ~ ~ ;  t h e  m o t i o n  o f  t h e  

r e m a i n i n g  p h o n o n s  c a n  b e  c o n s i d e r e d  h a r m o n i c  a n d  i n d e p e n d e n t  o f  
t r a n s i t i o n .  T h e r e f o r e ,  i n  c a l c u l a t i n g  t h e  f i e l d  a c t i n g  on  a g i v e n  
i o n ,  a n  i m p o r t a n t  c o n t r i b u t i o n  i s  made b y  t h e  n o n c r i t i c a l  p h o n o n s .  
The  f i e l d  c a n  b e  c o n s i d e r e d  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  p o s i t i o n  o f  t h e  i o n  
a n d  c a n  b e  r e p l a c e d  b y  a n  a v e r a g e  v a l u e ,  d i s r e g a r d i n g  c o r r e l a t i o n .  
T h u s ,  t h e  a p p r o x i m a t i o n  u s e d  i s  a n a l o g o u s  t o  t h e  a p p r o x i m a t i o n  o f  
t h e  s e l f - c o n s i s t e n t  f i e l d ;  o n l y  i n  [ 3 , 4 1  w a s  u s e  made o f  t h e  s m a l l  
d e g r e e  o f  c o r r e l a t i o n  b e t w e e n  t h e  p a r t i c l e s  i n  a d i f f e r e n t  c e l l .  

H e r e ,  w i t h  low a n h a r m o n i c i t y ,  p h o n o n s  w i t h  d i f f e r e n t  k a r e  i n d e -  
p e n d e n t  o f  o n e  a n o t h e r .  T h e r e f o r e ,  t h e  g e n e r a l  r e s u l t s  a n d  t h e  
f o r m  o f  t h e  t e m p e r a t u r e  r e l a t i o n s h i p s  ( 2 0 1 ,  ( 3 3 1 ,  (41) r e m a i n  t h e  
same a s  i n  C 3 , 4 ]  a n d  t h e  p h e n o m e n o l o g i c a l  t h e o r i e s  [ 1 6 , 1 9 , 1 4 , 1 0 ] .  
T h e r e  i s  o n l y  a c h a n g e  i n  t h e  e x p r e s s i o n  o f  t h e  p h e n o m e n o l o g i c a l  
c o n s t a n t  t h r o u g h  m i c r o p a r a m e t e r s :  i n  C 3 , 4 ]  t h e y  w e r e  e x p r e s s e d  
t h r o u g h  t h e  mean t e m p e r a t u r e s  f o r  i n d e p e n d e n t  p a r t i c l e s ,  w h i l e  i n  
t h i s  c a s e  t h e y  a r e  e x p r e s s e d  by t h e  a v e r a g e s  f o r  i n d e p e n d e n t  p h o -  
n o n s .  T h i s  i s  e x p l a i n e d  b y  t h e  f a c t  t h a t  i n  t h e  m o d e l s  o f  Devon-  
s h i r e  [ 1 6 ]  a n d  S l a t e r  C 6 ] ,  who u s e d  t h e  m e t h o d  o f  t h e  s e l f - c o n s i s -  
t e n t  f i e l d ,  t h e  same r e s u l t s  w e r e  o b t a i n e d  ( a g r e e i n g  w i t h  e x p e r i -  
m e n t )  a s  i n  weak a n h a r m o n i c i t y  C71. I n  t h i s  c o n n e c t i o n ,  t h e  t h e o r y  
e x p r e s s e d  i n  [ 4 ] ,  s t a t i n g  t h a t  t h e  s u c c e s s  o f  t h e  p h e n o m e n o l o g i c a l  
t h e o r y  f o r  p e r o v s k i t e s  i n d i c a t e s  a l a r g e  r o  o f  t h e s e  s y s t e m s ,  d o e s  
n o t  a p p e a r  t o  b e  n e c e s s a r y  a n d  s u f f i c i e n t ;  a much m o r e  l i k e l y  e x -  / 2 6  
p l a n a t i o n  w o u l d  b e  t h e  s m a l l  s i z e  o f  A a n d  t h e  weak  a n h a r m o n i c i t y .  

From t h e  p h y s i c a l  s t a n d p o i n t ,  t h e  c a s e  o f  t h e  a p p l i c a b i l i t y  o f  
t h e  m e t h o d  o f  t h e  s e l f - c o n s i s t e n t  f i e l d  a n d  t h e  s o l u t i o n  a c c o r d i n g  
t o  a n h a r m o n i c i t y  a r e  d i f f e r e n t .  F o r  t h e  f o r m e r ,  w e  r e q u i r e  a l a r g e  
r a d i u s  ro;  a n h a r m o n i c i t y ,  on  t h e  o t h e r  h a n d ,  c a n  b e  a r b i t r a r i l y  
l a r g e  a n d  c a n  f r e q u e n t l y  b e  a c a s e  o f  a n  o r d e r - d i s o r d e r  t r a n s i t i o n  
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[ 3 , 4 1 .  The  r e g i o n s  o f  a p p l i c a b i l i t y  c a n  o f  c o u r s e  o v e r l a p ;  for e x -  
a m p l e ,  a t  l a r g e  ro t h e  v a l u e  o f  s i n  ( 3 4 )  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  ro2 t 
a n d  t h e  c o r r e l a t i o n a l  c o r r e c t i o n  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  r 0 - 3 .  

A s e c o n d  r e m a r k  i s  d i r e c t e d  t o w a r d  t h e  s t r u c t u r e  o f  t h e  c r y s -  

e i n  (20) i n  p e r o v s k i t e s  a r e  a b n o r m a l l y  l a r g e  r e l a t i v e  t o  
t a l s  u n d e r  c o n s i d e r a t i o n .  A s  w e  h a v e  p o i n t e d  o u t ,  t h e  c o n s t a n t s  
e 
t h e  c o n s t a n t  o f  t h e  f i r s t  a p p r o x i m a t i o n  b - t h i s  i s  p a r t i a l l y  r e -  

s p o n s i b l e  for t h e  c l o s e n e s s  o f  t h e  t r a n s i t i o n  o f  t h e  f i r s t  t y p e  t o  
t h e  s e c o n d .  I n  a c c o r d a n c e  w i t h  f o r m u l a s  ( 2 1 )  a n d  ( 1 7 ) ,  t h i s  means  
t h a t  t h e  c r i t i c a l  p o t e n t i a l s  V ( s )  i n  t h e  c o r r e s p o n d i n g  a t o m i c  u n i t s  
a r e  much g r e a t e r  t h a n  t h e  p o t e n t i a l s  V ( 4 ) .  L a r g e  v a l u e s  o f  V ( 6 )  
c a n  b e  r e l a t e d  t o  a known f e a t u r e  o f  t h e  s t r u c t u r e s :  a d e n s e  p a c k -  
i n g  w i t h  v e r y  s m a l l  " f r e e  s p a c e "  f o r  r e l a t i v e  t r a n s i t i o n s  o f  t h e  
i o n s  [11. T h i s  c a n  l e a d  t o  a s h a r p  i n c r e a s e  i n  r e p u l s i o n  a t  s m a l l  
v a l u e s  o f  xe, ? . e . ,  a s i t u a t i o n  o f  t h e  t y p e  o f  a r e c t a n g u l a r  h o l e .  
I n  t h i s  c o n n e c t i o n ,  i t  w o u l d  b e  v e r y  i n t e r e s t i n g  t o  d e t e r m i n e  t h e  

m i c r o s c o p i c  p o t e n t i a l s  o f  V i n  ( 2 1 1 ,  ; . e . ,  t h e  c o n s t a n t s  z o r  

Ae 9 

i n g  t h e  d y n a m i c s .  I t  w o u l d  a l s o  be v e r y  d e s i r a b l e  t o  f i n d  t r a n s i -  
t i o n s  o f  t h e  d i s p l a c e m e n t  t y p e  i n  o t h e r  n o n f e r r o e l e c t r i c s  a n d  n o n -  
o x y g e n - o c t a h e d r a l  c r y s t a l s ,  s i n c e  i t  i s  c l e a r  f r o m  w h a t  h a s  b e e n  
s t a t e d  a b o v e  t h a t  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e r m o d y n a m i c s  a n d  t r a n s -  
i t i o n  d y n a m i c s  o f  d i s p l a c e m e n t  t y p e  a r e  n o t  a t  a l l  r e l a t e d  t o  f e r r o -  
e l e c t r i c i t y  a n d  may h a v e  a g e n e r a l  c h a r a c t e r .  

aB' aBv 
aB , I 

e 
w h i c h  ( a s  w e  f o u n d  i n  S e c t i o n  5 )  c a n  b e  a c h i e v e d  by  i n v e s t i g a t -  I 

l 

The a u t h o r  i s  d e e p l y  g r a t e f u l  t o  A .  I .  L a r k i n  a n d  V. M .  
G a l i t s k y  f o r  t h e i r  a s s i s t a n c e  a n d  v a l u a b l e  a d v i c e .  
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THERMAL OSCILLATIONS AND THE MOSSBAUER EFFECT I N  THE /29 
REGION OF PHASE TRANSITIONS I N  FERROELECTRICS 

V .  G .  V a k s ,  R. M. G a l i t s k i y  a n d  A .  I. L a r k i n  

ABSYEAL7T': Anomal i e s  of thermaZ v i b r a t i o n s  and 
t h e  p r o b a b i Z i t y  of Mcssbauer a b s o r p t i o n  i n  t h e  
v i c i n i t y  of t h e  phase  t r a n s i t i o n s  a r e  d i s c u s s e d  
f o r  t h e  c a s e  of f e r r o e Z e c t r i c s .  F o r  t r a n s i t i o n s  
o f  d i spZacemen t  t y p e ,  t h e  anomaZies  a r e  e x p r e s s e d  
b y  d i e  Z e c t r i c  c h a r a c t e r i s t i c s  and c e r t a i n  con-  
s t a n t s  wh ich  a r e  d e t e r m i n e d  by  t h e  Zow-frequency 
s p e c t r u m  of t h e  c r y s t a Z .  A n i s o t r o p y  of t h e  v i -  
b r a t i o n s  beZow t h e  t r a n s i t i o n  was f o u n d .  E s t i -  
m a t e s  of t h e  anomaZies  are  made f o r  o r d e r - d i s -  
o r d e r  t r a n s i t i o n s .  

1. I N T R O D U C T I O N  / 3 1  

I n  P a r t  I o f  t h i s  c o l l e c t i o n  Cll, w e  d i s c u s s e d  t h e  t h e r m o d y -  
n a m i c s  a n d  l o w - f r e q u e n c y  s p e c t r a  o f  v i b r a t i o n s  i n  p h a s e  t r a n s i t i o n s  
o f  d i s p l a c e m e n t  t y p e  i n  f e r r o e l e c t r i c s .  I n  t h e  p r e s e n t  p a p e r ,  t h e  
m e t h o d s  w h i c h  w e r e  d e v e l o p e d  t h e r e  w i l l  b e  a p p l i e d  t o  a d e s c r i p t i o n  
o f  t h e  t h e r m a l  v i b r a t i o n s  a n d  t h e  mean q u a d r a t i c  d i s p l a c e m e n t  i n  
t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  t r a n s i t i o n .  T h e s e  v a l u e s  c a n  b e  i n v e s t i g a t e d  
e x p e r i m e n t a l l y  b y  x - r a y s  or n e u t r o n o g r a p h s  C 2 1 ,  b u t  t h e  a c c u r a c y  
o b t a i n e d  i s  e v i d e n t a l l y  i n s u f f i c i e n t  f o r  s t u d y i n g  t h e  t h e r m a l  r e -  
l a t i o n s h i p s .  T h e r m a l  v i b r a t i o n s  h a v e  r e c e n t l y  b e e n  i n v e s t i g a t e d  i n  
f e r r o e l e c t r i c s  i n  a n u m b e r  o f  e x p e r i m e n t a l  p a p e r s ,  e m p l o y i n g  t h e  
M b ' s s b a u e r  e f f e c t  [ 3 , 4 ]  , a n d  a n o m a l i e s  were d e t e c t e d  i n  t h e  .Debye-  
Wal le r  f a c t o r  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  t r a n s i t i o n .  T h e o r e t i c a l  e v a l -  
u a t i o n  o f  t h e s e  e x p e r i m e n t s  h a s  t h u s  f a r  b e e n  l i m i t e d  t o  g e n e r a l  
t h e o r i e s  a b o u t  t h e  p o s s i b l e  i n f l u e n c e  o f  t h e  c r i t i c a l  v i b r a t i o n  C 5 1 ,  
w i t h o u t  a n y  a t t e m p t  a t  a q u a n t i t a t i v e  c a l c u l a t i o n .  A m o r e  d e t a i l e d  
s t u d y  o f  t h i s  p a p e r  s h o w s  t h a t  i n  t h e  e f f e c t  o b s e r v e d ,  a l o n g  w i t h  
t h e  t e m p e r a t u r e  d e p e n d e n c e  o f  t h e  c r i t i c a l  f r e q u e n c y ,  t h e r e  w a s  
a l s o  a s i g n i f i c a n t  p i e z o e l e c t r i c  e f f e c t  a n d  a d i f f e r e n c e  b e t w e e n  
t h e  p h a s e  t r a n s i t i o n s  o f  t h e  f i r s t  a n d  s e c o n d  t y p e s .  The  r e s u l t i n g  
e x p r e s s i o n  f o r  t h e  a n o m a l o u s  f r e q u e n c y  o f  t h e  a v e r a g e  d i s p l a c e m e n t ,  
on  t h e  b a s i s  o f  known d i e l e c t r i c s ,  d i e l e c t r i c  s t r i c t i o n  a n d  a n g u l a r  
c o n s t a n t s ,  c o n t a i n s  s e v e r a l  c o n s t a n t s  w h i c h  c h a r a c t e r i z e  t h e  c r i t i -  
c a l  v i b r a t i o n s  a n d  t h e  d e g r e e  o f  p a r t i c i p a t i o n  o f  a g i v e n  i o n .  The  
same c o n s t a n t s  d e t e r m i n e  t h e  s p e c t r u m  o f  t h e  l o w - l y i n g  e x c i t a t i o n s  
[l], s o  t h a t  b y  u s i n g  t h e  M g s s b a u e r  e f f e c t  i t  w a s  p o s s i b l e  t o  g a i n  
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a n  i d e a  a b o u t  t h e s e  f u n d a m e n t a l  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  c r y s t a l .  The  
- t e m p e r a t u r e  r e l a t i o n s h i p  o f  t h e  a n o m a l y  a b o v e  t h e  t r a n s i t i o n  i s  i n -  

v e r s e l y  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  r o o t  o f  t h e  d i e l e c t r i c  p e r m e a b i l i t y  E ,  

w h i l e  b e l o w  t h e  t r a n s i t i o n  i t  i s  e x p r e s s e d  by E a n d  t h e  s p o n t a n e o u s  / 3 2  
p o l a r i z a t i o n  P .  

- 

A s  i n  C11, we a r e  d i s c u s s i n g  an i d e a l  c r y s t a l .  For t h e  s a k e  o f  
a n  e x a m p l e ,  w e  a r e  m a k i n g  o u r  e s t i m a t e s  e s s e n t i a l l y  o n  p e r o v s k i t e s ,  
w i t h  t r a n s i t i o n  f r o m  t h e  c u b i c  t o  t h e  t e t r a g o n a l  p h a s e ,  a l t h o u g h  
t h e  g e n e r a i  f o r m u l a s  a r e  f r z q u e n t l y  a p p l i c a b l e  t o  a n y  n o n f e r r o e l e c -  
t r i c  t r a n s i t i o n  o f  d i s p l a c e m e n t  t y p e .  S e c t i o n  4 d i s c u s s e s  s e v e r a l  
t h e o r i e s  a n d  e s t i m a t e s  f o r  t h e  M g s s b a u e r  e f f e c t  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  
p h a s e  t r a n s i t i o n s  o f  o r d e r - d i s o r d e r  t y p e .  I n  t h i s  c a s e ,  t h e  n a t u r e  
o f  t h e  a n o m a l y  i n  t h e  D e b y e - W a l l e r  f a c t o r  d e p e n d s  on t h e  r e l a t i o n -  
s h i p  b e t w e e n  t h e  n a t u r a l  w i d t h  o f  t h e  Mb ' s sbaue r  l i n e  t o  t h e  r e l a x a -  
t i o n  t i m e  o f  t h e  i o n s  i n  t h e  c e l l s  a n d  t h e  e q u i l i b r i u m  d i s t r i b u t i o n .  

2 .  G E N E R A L  F O R M U L A S  F O R  THE P R O B A B I L I T Y  
OF M O S S B A U E R  A B S O R P T I O N  

The c o n v e n t i o n a l  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  M i j s s b a u e r  
a b s o r p t i o n  W by t h e  t h e r m a l  D e b y e - W a l l e r  f a c t o r  C 6 l  i s  o b t a i n e d  b y  
u s i n g  a h a r m o n i c  a p p r o x i m a t i o n  f o r  t h e  l a t t i c e  v i b r a t i o n .  I n  t h e  
v i c i n i t y  of t h e  p h a s e  t r a n s i t i o n ,  t h e r e  a r e  e f f e c t s  o f  a n h a r m o n i c -  
i t y ;  t h e r e f o r e ,  we s e l e c t  a n  e x p r e s s i o n  f o r  W w h i c h  i s  s o m e w h a t  m o r e  
g e n e r a l  t h a n  t h e  u s u a l  o n e .  

The p r o b a b i l i t y  o f  t h e  a b s o r p t i o n  o f  a q u a n t u m  w i t h  t h e  f r e -  
q u e n c y  w i n  t h e  Mb ' s sbaue r  e f f e c t  i s  d e t e r m i n e d  b y  t h e  e x p r e s s i o n  
C 6 , 7 1 :  

-co I 
Here w o  i s  t h e  r e s o n a n c e  f r e q u e n c y ,  r i s  t h e  n a t u r a l  w i d t h  o f  

t h e  n u c l e a r  l e v e l ,  
H e i s e n b e r g  o p e r a t o r  f o l ;  t h e  n u c l e u s  d i s p l a c e m e n t  r e l a t i v e  t o  t h e  
e q u i l i b r i u m  p o s i t i o n  ( u ~ )  = 3:  

i s  t h e  q u a n t u m  wave  v e c t o r ,  Z~(t1-z i s  t h e  

H i s  t h e  u s u a l  p h o n o n  H a m i l t o n i a n  o f  t h e  c r y s t a l  [ s e e ,  e . g . ,  (1.1) 
a n d  (1.911. The s i g n  ( a * . )  i n d i c a t e s  a s t a t i s t i c a l  a v e r a g e :  

-~ / 3 3  

w h e r e  a 0  i s  t h e  a b s o r p t i o n  c r o s s  s e c t i o n .  
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I n  t h e  c a s e  u n d e r  c o n s i d e r a t i o n ,  i n v o l v i n g  t r a n s i t i o n s  o f  d i s -  
* p l a c e m e n t  t y p e ,  t h e  t i m e s  w h i c h  c h a r a c t e r i z e  t h e  m o t i o n  o f  t h e  a b -  

s o r b i n g  i o n  h a v e  t h e  o r d e r  o f  t h e  i n v e r s e  o p t i c a l  f r e q u e n c i e s  a n d  
a r e  s i g n i f i c a n t l y  l e s s  t h a n  t h e  e m i s s i o n  t i m e s  l/r L10-9 s e c .  T h e r e -  
f o r e ,  t h e  e x p r e s s i o n  i n  a n g u l a r  b r a c k e t s  i n  (11, b e f o r e  b e i n g  i n t e -  
g r a t e d  o v e r  t, c a n  b e  a v e r a g e d  o v e r  t h e  t i m e ;  t h e n  t h e  a v e r a g e  o v e r  
t h e  t i m e ,  o n  t h e  b a s i s  o f  t h e  g e n e r a l  t h e o r e m s ,  c a n  b e  s t a t i s t i c a l l y  
r e p l a c e d  b y  t h e  s t a t i s t i c a l  m e a n .  A s  a r e s u l t ,  we o b t a i n  

w h e r e  t h e  t h e r m a l  D e b y e - W a l l e r  f a c t o r  i s  g i v e n  b y  t h e  e x p r e s s i o n  

I n  F o r m u l a s  (1) t o  ( 3 1 ,  we h a v e  d i s r e g a r d e d  t h e  p r e s e n c e  o f  
s p i n  i n  t h e  n u c l e u s  a n d  t h e  e f f e c t s  o f  q u a d r u p o l e  a n d  m a g n e t i c  
s p l i t t i n g  a f f i l i a t e d  w i t h  i t .  T h i s  s p l i t t i n g  c a n  b e  e q u a t e d  i n  v a -  
l u e  w i t h  t h e  l i n e  w i d t h ,  b u t  i s  a l w a y s  much s m a l l e r  t h a n  t h e  o p t i c -  
a l  f r e q u e n c i e s .  C o n s i d e r a t i o n  o f  t h e s e  s p l i t t i n g s  l e a d s  t o  t h e  
f a c t  t h a t  i n s t e a d  o f  (1) w e  w i l l  h a v e  t h e  sum o f  s e v e r a l  t e r m s  w i t h  
f r e q u e n c i e s  d e p e n d i n g  on  t h e  s p i n  c o n s t a n t  o f  t h e  n u c l e u s .  I f  w e  
i n t e g r a t e  t h i s  e q u a t i o n  o v e r  a f r e q u e n c y  r a n g e  w h i c h  i s  l a r g e  r e l a -  
t i v e  t o  t h e  l i n e  w i d t h  b u t  s m a l l  r e l a t i v e  t o  t h e  o p t i c a l  f r e q u e n c i e s ,  
w e  w i l l  f i n d  t h a t  t h e  c o m p l e t e  p r o b a b i l i t y  o f  t h e  M g s s b a u e r  t r a n s i -  
t i o n ,  a s  i n  t h e  c a s e  d e s c r i b e d  ( 2 1 ,  w i l l  b e  e q u a l  t o  a g f 2 .  

The  f a c t o r  f i n  ( 3 )  i s  c a l c u l a t e d  s i m p l y  i n  t h e  h a r m o n i c  a p -  
p r o x i m a t i o n ,  w h i c h  ( a s  i t  w i l l  b e  r e c a l l e d )  i s  n o t  d i r e c t l y  a p p l i c -  
a b l e  t o  t h e  t r a n s i t i o n  r e g i o n .  However ,  for d i s p l a c e m e n t - t y p e  
t r a n s i t i o n s ,  t h e  a n h a r m o n i c i t y  i s  s m a l l  [l]; t h i s  m a k e s  i t  p o s s i b l e  
t o  o b t a i n  a n u m b e r  o f  s u c c e s s i v e  a p p r o x i m a t i o n s  f o r  t h e  t h e r m a l  
f a c t o r  a s  w e l l  a s  f o r  t h e  t h e r m o d y n a m i c  v a l u e s .  

I f  w e  e x p a n d  e x p r e s s i o n  ( 3 )  i n  a s e r i e s  a c c o r d i n g  t o  t h e  pow- - / 3 4  
e r s  o f  t h e  e x p o n e n t ,  w e  o b t a i n :  

-+ + 
w h e r e  u e x p r e s s e s  t h e  p r o j e c t i o n  o f  u -  i n  t h e  d i r e c t i o n  q .  r 

The  s e c o n d  t e r m  i n  ( 4 )  i s  e x p r e s s e d  by t h e  t h e r m a l  G r e e n ' s  
f u n c t i o n  [8,11 G ( $ , i w  ) as  f o l l o w s :  n 

-+ 
k n  
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. 
The t h i r d  t e r m  i s  e x p r e s s e d  by t h e  t w o - p h o n o n  G r e e n ' s  f u n c t i o n  

* K ,  w h i c h  s a t i s f i e s  t h e  B e t h e - S a l ' p e t e r  e q u a t i o n  C 8 1 ,  w h i c h  c a n  b e  
w r i t t e n  s y m b o l i c a l l y  i n  t h e  f o r m  

K = GG + G G F K  ( 6 )  
A 

w h e r e  I? i s  t h e  a m p l i t u d e  o f  t h e  t w o - p h o n o n  s c a t t e r i n g .  

By u s i n g  t h e  m e t h o d  g i v e n  i n  S e c t i o n  4 o f  [l], w e  c a n  s e e  t h a t  
t h e  r e l a t i o n s h i p  o f  t h e  s e c o n d  t e r m  ( 6 )  t o  t h e  f i r s t  i s  p r o p o r t i o n a l  
t o  t h e  r e l a t i o n s h i p  ot t h e  t e m p e r a t u r e  T t o  t h e  a t o m i c  e n e r g y  
i . e . ,  t o  t h e  p a r a m e t e r  o f  a n h a r m o n i c i t y .  T h e r e f o r e ,  t h e  s e c o n d  
t e r m  ( 6 )  c a n  g i v e  a s i g n i f i c a n t  i n d i c a t i o n  i n  ( 4 )  o n l y  a t  v e r y  l a r g e  
v a l u e s  o f  q ,  when t h e  c o m p l e t e  p r o b a b i l i t y  W -  e x p ( - q ( l ~ - G ) ~ )  i s  
much l e s s .  A t  n o t  t o o  h i g h  v a l u e s  o f  q i n  ( 6 1 ,  i t  i s  s u f f i c i e n t l y  
l i m i t e d  b y  t h e  f i r s t  t e r m ,  s o  t h a t  t h e  t h i r d  t e r m  ( 4 )  a s s u m e s  t h e  
f o r m  

S i m i l a r l y ,  w e  c a l c u l a t e  t h e  r e m a i n i n g  t e r m s  o f  t h e  e x p a n s i o n  
( 4 ) .  A s  a r e s u l t ,  w e  o b t a i n  

((ua-Ua)(u B B  -ii 1) = (u a B  u )-ii a B  ii = T C G ~ ~ , ~ ~ ~ )  i - 1  + 
n k  I 

E x p r e s s i o n  ( 8 )  h a s  a g e n e r a l  f o r m  [SI, b u t  t h e  a v e r a g e  a n d  G i n  ( 8 )  
c o r r e s p o n d  t o  t h e  G r e e n ' s  f u n c t i o n  w i t h  a n h a r m o n i c i t y  t a k e n  i n t o  
a c c o u n t .  T h i s  f o r m u l a ,  a s  w e l l  a s  t h e  a n a l o g o u s  r e s u l t s  i n  C11, 
c a n  b e  o b t a i n e d  i f  w e  u s e  t h e  " l i n e a r  a n h a r m o n i c  a p p r o x i m a t i o n "  [ S I ,  
i n  w h i c h  we u s e  t h e  f o r m u l a s  o f  t h e  h a r m o n i c  t h e o r y ,  b u t  we i n t r o -  
d u c e  t h e  t e m p e r a t u r e  d e p e n d e n c e  p h e n o m e n o l o g i c a l l y  i n t o  t h e  G r e e n ' s  
f u n c t i o n ;  i n  t h e  f i r s t  a p p r o x i m a t i o n  for T / E ~ ~ ,  s u c h  a m e t h o d  i s  
c o r r e c t .  

3. A N O M A L I E S  O F  T H E  T H E R M A L  V I B R A T I O N S  I N  T R A N S I T I O N S  
O F  D I S P L A C E M E N T  T Y P E  

1 f o r  t h e  c a s e  u n d e r  T h e  m a t r i x  G a b  i n  ( 8  
o b t a i n e d  f r o m  ( 1 . 2 5 ) :  

G - l ( k , i w , )  = ~w~ ' t A -E  (u 
+ z 

9 

vb + Qb 

c o n s i d e r a t i o n  c a n  b e  

( b  1 I + Sbb '  ! 
( 9 )  i 

w 2 + &  n 

I .  
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1 

H e r e  t h e - + s u b s c r i p t s  b , b '  m a r k + - t h e  d i f f e r e n t  o p t i c a l  c o o r d i n a t e s :  
t h e  c r i t i c a l  xc a n d  t h e  r e m a i n i n g  xr, w, = 2 n r T  a r e  t h e  d i s c r e t e  

f r e q u e n c i e s  o f  t h e  t e m p e r a t u r e  d i a g r a m  o f  t h e  t e c h n i q u e  C81, t h e  
c o n s t a n t s  p b  a n d  Z b  c h a r a c t e r i z e  t h e  c o m p l e t e l y  e f f e c t i v e  masses 

a n d  t h e  p o l a r i z a b i l i t y  o f  t h e  o p t i c a l  b r a n c h e s ,  v c  i s  t h e  v o l u m e  o f  

a n  e l e m e n t a r y  c e l l ,  

p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  s q u a r e s  o f  t h e  o p t i c a l  f r e q u e n c i e s  a t  k+O, s o  
t h a t  f o r  a c r i t i c a l  c o o r d i n a t e ,  t h e  S o ( C )  m a t r i x  w h i c h  i s  t h e  r e v e r s e  
o f  t h e  m a t r i x  o f  t h e  d i e l e c t r i c  p e r m e a b i l i t i e s  o f  t h e  c o m p r e s s e d  
c r y s t a l  E i s :  

a r e  ( b )  2 = n a n g ,  = z / k .  The  c o n s t a n t s  S O  
aB 

The  m a t r i c e s  A , V  a n d  S a t  s m a l l  k a r e  g i v e n  b y  ( 1 . 9 )  a n d  a r e  p r o -  /36 
p o r t i o n a l  t o  k 2 ,  w h i l e  t h e  p i e z o e l e c t r i c  m a t r i x  Q a c c o r d i n g  t o  
( 1 . 2 4 b )  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  k a n d  t h e  p o l a r i z a t i o n  P .  

I f  t h e  t e m p e r a t u r e  i s  n o t  low r e l a t i v e  t o  t h e  Debye  t e m p e r a t u r e  
+- 

O D ,  t h e n  i n  t h e  i n t e r v a l  o v e r  k i n  (8) t h e  p r i n c i p a l  c o n t r i b u t i o n  

i s  made b y  t h e  r e g i o n  o f  l a r g e  k ,  o f  t h e  o r d e r  o f  t h e  i n v e r s e  l a t -  
t i c e  c o n s t a n t  l/a; t h e  c o n t r i b u t i o n  o f  t h e  r e g i o n  o f  s m a l l  k i s  
g i v e n  b y  t h e  s t a t i s t i c a l  w e i g h t  - k 3 .  H o w e v e r ,  t h i s  p r i n c i p a l  c o n -  
t r i b u t i o n  i s  a s m o o t h  f u n c t i o n  o f  t e m p e r a t u r e  a n d  d o e s  n o t  h a v e  a n y  
p e c u l i a r  f e a t u r e  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  t r a n s i t i o n .  A s  s t a t e d  i n  
C11, t h e  c r i t i c a l  p h e n o m e n a  a r e  i m p o r t a n t  o n l y  i n  t h e  r a n g e  o f  t h e  
s m a l l  wave  v e c t o r s  k - l/a&. T h e r e f o r e ,  i n  o r d e r  t o  f i n d  t h e  a -  

n o m a l o u s  p o r t i o n  o f  t h e  d i s p l a c e m e n t  f r o m  t h e  f u n c t i o n  G ( k , i w n )  i n  
(8), w e  c a n  c a l c u l a t e  t h e  f u n c t i o n  w h i c h  i s  r e g u l a r  i n  t h e  v i c i n i t y  

o f  t h e  t r a n s i t i o n  G o o ( k , i w n ) ,  o b t a i n e d  f r o m  G b y  t h e  s u b s t i t u t i o n  
S O  = Q = 0 .  The  c o r r e s p o n d i n g  a n o m a l o u s  p o r t i o n  o f  t h e  d i s p l a c e -  
m e n t  w i l l  b e  ( U , U ~ ) ~ :  

+ 

+ 

+ 

n k  

I n  i n t e g r a l  (ll), t h e  r e g i o n  o f  s m a l l  k -  l/a& i s  s i g n i f i c a n t .  
T h e r e f o r e ,  i n  (9) w e  c a n  m a k e  u s e  o f  t h e  e x p a n s i o n  o f  t h e  m a t r i c e s  
w h i c h  e n t e r  i n t o  i t  f o r  s m a l l  k .  T h e n ,  a s  i n  S e c t i o n s  4 a n d  5 o f  
Cl], w e  c a n  d i s r e g a r d  t h e  c o n t r i b u t i o n  o f  a l l  n o r m a l  o p t i c a l  b r a n c h -  

e s  xr a s  w e l l  a s  t h e  l o n g i t u d i n a l  c r i t i c a l  b r a n c h  xezl I n .  

t i o n ,  i f  we d o  n o t  c o n s i d e r  t h e  c a s e  o f  e x t r e m e l y  s m a l l  T ,  t h e  t e m p -  
e r a t u r e  f r e q u e n c i e s  w, = 2 n r T  i n  (9) a n d  (11) i s  much g r e a t e r  t h a n  
t h e  c r i t i c a l  f r e q u e n c i e s  we - , ( A / E ) % ,  a n d  i n  s u m m a t i o n  o v e r  n i n  
(11) i t  i s  s u f f i c i e n t  t o  r e p l a c e  t h e  c l a s s i c a l  t e r m  w i t h  n = 0 .  A s  
a r e s u l t ,  w e  w i l l  h a v e :  

+ -f + I n  a d d i -  
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R 

1 1.. I ( 1 2 )  
' ( u a u 8 ) c  = ' T [ T  1 

- A - V S t - l V  
k 

I 
H e r e ,  as  i n  C11, t h e  m a t r i c e s  V ,  S a n d  Q w i t h o u t  s u b s c r i p t s  c o r r e s -  
p o n d  t o  t h e  c r i t i c a l  b r a n c h  w h i l e  R t '  [ a c c o r d i n g  t o  ( 1 . 3 0 1 1  s t a n d s  

for t h e  p r o j e c t i o n  o f  t h e  m a t r i x  R i n t o  s u b s p a c e ,  o r t h o g o n a l  t o  n ,  
a n d  t h e  m a t r i c e s  t a k e n  i n  t h i s  s u b s p a c e ,  t h e  r e v e r s e  o f  t h a t  o b -  
t a i n e d :  

+- 

( 1 3 )  /37 

w h e r e  A ( 5 )  i s  t h e  a l g e b r a i c  c o m p o n e n t  o f  t h e  m a t r i x  e l e m e n t  R t 
aB a 8  

c n , n g .  

We w i l l  show t h a t  i n  t h e  r e g i o n  a b o v e  t h e  t r a n s i t i o n  t e m p e r a -  
t u r e  T o ,  t h e  a n o m a l o u s  p o r t i o n  o f  t h e  d i s p l a c e m e n t  ( 1 2 )  c a n  b e  e x -  
p r e s s e d  b y  t h e  d i e l e c t r i c  p e r m e a b i l i t y  ~(2'). For t h e  s a k e  o f  d e -  
f i n i t i v e n e s s ,  w e  w i l l  a l s o  d i s c u s s  t h e  c a s e  o f  p e r o v s k i t e s  w i t h  a 
p h a s e  t r a n s i t i o n  f r o m  t h e  c u b i c  p h a s e  t o  t h e  t e t r a g o n a l  p h a s e .  Then  
t h e  m a t r i c e s  A ,  V a n d  S i n  ( 1 2 )  w i l l  b e  g i v e n  b y  (1.91, a n d  t h e  m a -  
t r i x  Q a c c o r d i n g  t o  ( 1 . 2 4 b )  w i t h  T > T o + - w i l l  b e  e q u a l  t o  z e r o .  L e t  
u s  i n t r o d u c e  [ w h i l e  i n t e g r a t i n g  o v e r  k i n  ( 1 2 1 1  t h e  new v a r i a b l e  

x = l k l a ,  so t h a t  t h e  i n t e g r a l  b e c o m e s  
+- 

+- Here P = M/v ,  e q u a l s  d e n s i t y ,  d n  r e p r e s e n t s  i n t e g r a t i o n  o v e r  t h e  

v e c t o r  a n g l e s  n a n d  t h e  m a t r i c e s  x a n d  4 d e p e n d  o n l y  on t h e  a n g l e s  n :  +- -t 

i u =  1 
+- 

w h e r e  e ,  a r e  t h e  u n i t  v e c t o r s  o f  t h e  p r i n c i p a l  a x e s  o f  t h e  c r y s t a l ,  
a n d  ai, v i ,  si a r e  c o n s t a n t s  i n t r o d u c e d  i n  ( 1 . 9 ) .  

T h u s ,  t h e  a n o m a l o u s  p o r t i o n  o f  t h e  d i s p l a c e m e n t  a b o v e  t h e  t r a n s -  
i t i o n  i s  i n c r e a s e d  w i t h  a n  a p p r o a c h  t o  T O ,  w h i c h  d e c r e a s e s  i n  a b s o -  
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, 
. l u t e  v a l u e  i n  i n v e r s e  p r o p o r t i o n  t o  t h e  r o o t  o f  t h e  d i e l e c t r i c  p e r -  

m e a b i l i t y .  

I n  t h e  t e t r a g o n a l  p h a s e ,  t h e  p e r m e a b i l i t y  a l o n g  t h e  t e t r a g o n a l  / 3 8  
a x i s  x ,  - - E,, , i s  ( a s  a r u l e )  l e s s  t h a n  t h e  t r a n s v e r s e  p e r m e a -  

b i l i t y  E = - - E*. T h e r e f o r e ,  t h e  c o n v e r s i o n  of t h e  v a r i a b l e s  
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i n  t h e  i n t e g r a l  a c c o r d i n g  t o  k c a n  b e  d o n e  m o r e  s u i t a b l y  w i t h  t h e  

a i d  o f  E ~ : ~ = I K I ~ A  t : L E  , a s c b *  -F+rrn ~ . r h ; p h  v . A 1 _ _ _ _  (17) i s  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m  

t h e  m a t r i c e s  e n t e r e d  i n t o  t h e  s y s -  
c r y s t a l  a c c o r d i n g  t o  El], h a v e  t h e  

Here P i s  t h e  p o l a r i z a t i o n ,  a n d  
t e m ,  r e l a t e d  t o  t h e  a x e s  o f  t h e  
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A + saga i s  t h e  m a t r i x  o f  t h e  e l a s t i c  c o e f f i -  z H e r e ,  a = alg 

c i e n t s ,  q i k  a r e  t h e  s t r i c t i o n  c o n s t a n t s ,  a n d  t h e  c o m p o n e n t s  ( * * * ) i l  
a r e  l o c a t e d  a c c o r d i n g  t o  t h e  r u l e  ( 1 3 ) .  
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+ 
T h e r e f o r e ,  b e l o w  T o  t h e r e  i s  a n i s o t r o p y  o f  t h e  v i b r a t i o n s  

- ( u X 2 ) ,  # ( u y 2 ) c  = The t e m p e r a t u r e  d e p e n d e n c e  o f  t h e  d i s -  

p l a c e m e n t  i s  d e t e r m i n e d  b y  t h e  t e m p e r a t u r e  c u r v e  o f  t h e  p e r m e a b i l i t y  
E a n d  t h e  p o l a r i z a t i o n  P. I f  t h e  t r a n s i t i o n  i s  c l o s e  t o  t h e  t r a n s -  
i t i o n  o f  t h e  s e c o n d  t y p e  s o  t h a t  b e l o w  TO t h e  r e l a t i o n s h i p  f o r  E 

, P N dTe-T  i s  f u l f i l l e d  t o  a s a t i s f a c t o r y  d e g r e e ,  a n d  P E - - 
/ 3 9  - 

1 
T e - T  

t h e  a n o m a l y  o f  t h e  d i s p l a c e m e n t  i s  l i k e w i s e  p r o p o r t i o n a l  t o  lTc-T1 J5 
a b o v z  the trznsitisn. 

I f  t h e  e l a s t i c ,  s t r i c t i o n ,  a n d  d i e l e c t r i c  p r o p e r t i e s  o f  t h e  
c r y s t a l  a r e  known ,  t h e n  e x p r e s s i o n s  ( 1 2 1 ,  (141, a n d  ( 1 6 )  c o n t a i n  

f o u r  unknown c o n s t a n t s ,  w h i c h  w e  can  r e p r e s e n t  , e . g .  , b y  - 
S a  v a  

t o  t h e s e  c o n s t a n t s ,  we h a v e  t w o  more :  t h e  a c t u a l  v a l u e  A a n d  t h e  
mass c o n s t a n t  l~ C11. R e d u c t i o n  o f  t h e  n u m b e r  o f  c o n s t a n t s  i s  r e -  
l a t e d  t o  t h e  f a c t  t h a t  t h e  u s e  a b o v e  o f  d i s c a r d i n g  i n  t h e  sum f o r  
f r e q u e n c i e s  o f  wn c o m b i n e d  w i t h  n#O c o r r e s p o n d  t o  t h e  c l a s s i c a l  d e -  
s c r i p t i o n  o f  m o t i o n ,  when i n  t h e  q u i l i b r i u m  f u n c t i o n  o f  t h e  d i s t r i -  
b u t i o n  t h e  m u l t i p l i e r s  w i t h  a k i n e t i c  e n e r g y  a r e  s e p a r a t e d  f r o m  t h e  
t e r m s  w i t h  p o t e n t i a l  e n e r g y .  A s  a r e s u l t ,  i n  t h e  a v e r a g e  v a l u e s  o f  
t h e  c o m p o u n d ,  t h e  mass c h a r a c t e r i s t i c s  c o n t a i n e d  i n  t h e  k i n e t i c  e n -  
e r g y  d r o p  o u t .  

A q 
St ’ S t  Y 

. I n  t h e  l o w - f r e q u e n c y  s p e c t r u m  o f  t h e  c r y s t a l ,  i n  a d d i t i o n  - - 
St , 

I n  t h e  g e n e r a l  c a s e  , t h e  i n t e g r a l s  (12) , (14) a n d  ( 1 6 )  m u s t  b e  
t a k e n  n u m e r i c a l l y .  For i l l u s t r a t i o n  a n d  e x p l a n a t i o n  o f  t h e  p h y s i -  
c a l  p i c t u r e ,  l e t  u s  c o n s i d e r  a s  i n  C11 t h e  h y p o t h e t i c a l  c a s e  o f  a n  
i s o t r o p i c  c r y s t a l  i n  w h i c h  aa = v ,  = sa - - 0 .  A s  m e n t i o n e d  i n  Cl], 

s u c h  a n  e s t i m a t e  i s  d e f i n i t e l y  s a t i s f a c t o r y  a n d  q u a n t i t a t i v e  f o r  
t h e  c u b i c  c r y s t a l s  u n d e r  c o n s i d e r a t i o n .  C a l c u l a t i o n  i n  t h i s  c a s e  
i s  more  l i k e l y  t o  l e a d  Lo a s y s t e m  o f  c o o r d i n a t e s  w h e r e  o n e + o f  t h e  
a x e s  i s  d i r e c t e d  a l o n g  k a n d  t h e  o t h e r  i s  p e r p e n d i c u l a r  t o  k a n d  
t h e  t e t r a g o n a l  a x i s .  I f  i n  ( 1 6 )  we c a r r y  o u t  i n t e g r a t i o n  o v e r  x ,  
f o r  t h e  a n o m a l y  o f  t h e  cross s e c t i o n  o f  t h e  t h e r m a l  d i s p l a c e m e n t s  
w e  w i l l  o b t a i n  

ut2 
W a  t 
-7 

+ 

. _ _  
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E q u a t i o n  (18) c o n s i s t s  o f  t w o  p a r t s :  t h e  s t r i c t i o n ,  p r o p o r t i o n -  
a l  t o  P 2  a n d  t h e  " c o m p l e t e l y  c r i t i c a l "  l a t t e r  term. The c o n t r l b u -  
t i o n  o f  t h e s e  t e r m s  t o  t h e  a n o m a l y  o f  t h e  d i s p l a c e m e n t  i s  d i f f e r e n t .  
I n  t r a n s i t i o n  t o  t h e  f e r r o e l e c t r i c  p h a s e ,  e a c h  o f  t h e  v a l u e s  E,, 

a n d  i s  l e s s  t h a n  t h e  v a l u e  E of  t h e  h i g h - t e m p e r a t u r e  p h a s e ;  t h e r e -  
f o r e ,  t h e  r i g i d i t y  f o r  t h e  c r i t i c a l  v i b r a t i o n s  b e l o w  t h e  t r a n s i t i o n  
i n c r e a s e s  b y  j u m p s ,  w h i c h  i n  t h e  a b s e n c e  o f  t e r m s  w i t h  P w o u l d  l e a d  
t o  a n  a b r u p t  r e d u c t i o n  o f  t h e  a m p l i t u d e s  o f  t h e  v i b r a t i o n s  a n d  a n  
i n c r e a s e  i n  t h e  M o s s b a u e r  e m i s s i o n .  Wi th  a f u r t h e r  d e c r e a s e  i n  
t e m p e r a t u r e ,  E a n d  t h e  v i b r a t i o n a l  a m p l i t u d e s  c o n t i n u e  t o  f o r m  s o  
t h a t  t h e  t e m p e r a t u r e  d e p e n d e n c e  of  t h e  D e b y e - W a l l e r  f a c t o r  w h i c h  i s  
o b s e r v e d  w o u l d  h a v e  t h e  f o r m  shown i n  F i g u r e  l a .  H o w e v e r ,  t h e  t e r m  
w i t h  P 2  d e s c r i b e s  t h e  i n c r e a s e  o f  t h e  v i b r a t i o n a l  a m p l i t u d e  a s  a 
f u n c t i o n  o f  t h e  a p p e a r a n c e  o f  a p i e z o e l e c t r i c  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  
t h e  a c o u s t i c  a n d  c r i t i c a l  b r a n c h e s ,  w h i c h  r e d u c e s  t h e  e l a s t i c  m o d u l i .  
T h e r e f o r e ,  t h e  r e s u l t i n g  s i g n  o f  t h e  jump i n  t h e  D e b y e - W a l l e r  f a c t o r  
a t  t h e  t r a n s i t i o n  p o i n t  d e p e n d s  on t h e  r e l a t i o n s h i p  o f  t h e  v a l u e s  
v t 2 / s t  a n d  P 2 ~ 1  a t  T = T o .  The f u r t h e r  c h a n g e s  i n  t e m p e r a t u r e  a r e  

a l s o  d e t e r m i n e d  b y  t h e  c o n c u r r e n c e  o f  t h e s e  t w o  t e r m s .  I t  i s  p o s -  
s i b l e  t o  show t h a t  t h e  p i c t u r e  w h i c h  h a s  b e e n  d e s c r i b e d  w i t h  c o n -  
t r i b u t i o n s  h a v i n g  d i f f e r e n t  s i g n s  i s  a l s o  r e t a i n e d  i n  c o n s i d e r i n g  
t h e  a n i s o t r o p i c  t e rms  sa, v a ,  a n d  a,. 

T h e  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s ,  p a r t i c u l a r l y  i n  131,  c l e a r l y  s h o w  
t h a t  t h e  c o n v e n t i o n a l  s i t u a t i o n  i s  t h a t  shown i n  F i g u r e  l b ,  when t h e  
jump i n  t h e  f a c t o r  f a t  t h e  t r a n s i t i o n  p o i n t  i s  n e g a t i v e ,  i . e . ,  t h e  
s t r i c t i o n a l  jump i s  l a r g e r .  I n  a d d i t i o n ,  t h e r e  i s  a f a l l  i n  t h e  
a m p l i t u d e s  a n d  a n  i n c r e a s e  i n  f, ? . e . ,  t h e  s e c o n d  t e r m  i n  (18) i n -  
c r e a s e s  w i t h  a d r o p  i n  t e m p e r a t u r e  w h i c h  i s  m o r e  r a p i d  t h a n  t h e  
f i r s t .  

I t  w o u l d  b e  i n t e r e s t i n g  t o  h a v e  more  e x p e r i m e n t a l  m a t e r i a l  i n  
o r d e r  t o  g e t  a n  i d e a  o f  t h e  d e g r e e  o f  g e n e r a l i t y  o f  s u c h  a t h e o r y .  /41 
A t  t h e  p r e s e n t  t i m e ,  h o w e v e r ,  w e  c a n  o n l y  p o i n t  o u t ,  f o r  e x a m p l e ,  
t h a t  i n  t h e  c a s e  o f  B a T i 0 3 ,  t h e  i n c r e a s e  w i t h  t h e  d e c l i n e  i n  T o f  
t h e  s e c o n d  t e r m  ( 1 8 )  r e l a t i v e  t o  t h e  f i r s t  i s  n a t u r a l ,  s i n c e  i n  
t h i s  s u b s t a n c e  b e l o w  T O  t h e  v a l u e s  P a n d  E~ c h a n g e  t o  a v e r y  s m a l l  

e x t e n t ,  w h i l e  E,, d e c r e a s e s  r a p i d l y  C l O l ,  s o  t h a t  t h e  r a t i o  E~ /E,, , 
i n v o l v e d  i n  R1, i n c r e a s e s  r a p i d l y .  

- 

L e t  u s  a l s o  i n t r o d u c e  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  a n i s o t r o p y  o f  t h e  
v i b r a t i o n s  b e l o w  T O  i n  t h e  c a s e  s a  = V u  - - a, = 0 .  A s  d e s i g n a t e d  i n  
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D e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  s i g n  o f  ( 2 0 )  r e q u i r e s  m o r e  c a r e f u l  e s t i -  
m a t e s .  We c a n  p o i n t  o u t ,  h o w e v e r ,  t h a t  a s  E~ i n c r e a s e s ,  R 1  i n -  

c r e a s e s ,  s o  t h a t  a t  v a l u e s  o f  v ~ ~ / s ~  w h i c h  a r e  n o t  t o o  s m a l l ,  ( 2 0 )  

i s  p o s i t i v e .  S i n c e  i n  B a T i 0 3 ,  w e  h a v e  a s s u m e d  t h a t  t h e  T i  i o n  i s  
t h e  one  m o s t  s t r o n g l y  b o n d e d  w i t h  t h e  c r i t i c a l  v i b r a t i o n ,  t h e n  t h e  
r e s u l t  m e n t i o n e d  i n  C 2 1  r e g a r d i n g  t h e  s i g n  o f  t h e  a n i s o t r o p y  o f  t h e  
v i b r a t i o n s  o f  T i  a g r e e s  w i t h  t h a t  e x p e c t e d  f r o m  (20). H o w e v e r ,  t h e  
d e g r e e  o f  a n i s o t r o p y  o f  a b o u t  5 0 % ,  g i v e n  i n  C 2 1 ,  a p p e a r s  t o  b e  t o o  
h i g h .  E s t i m a t e s  w i t h  t h e  a i d  o f  ( 2 0 )  g i v e  a v a l u e  f o r  t h e  a n i s o -  
t r o p y  on t h e  o r d e r  o f  0 . 0 1 - 0 . 1 .  

4 .  O R D E R - D I S O R D E R  T R A N S I T I O N S  

For o r d e r - d i s o r d e r  t r a n s i t i o n s  C l 0 1 ,  i o n s  o r  g r o u p  o f  i o n s  h a v e  
s e v e r a l  s y m m e t r i c a l  p o s i t i o n s  o f  e q u i l i b r i u m  i n  t h e  c e l l ,  w h i c h  h a v e  
s t a t i s t i c a l l y  e q u a l  p o p u l a t i o n s  a b o v e  t r a n s i t i o n ,  w h i l e  b e l o w  t r a n s -  
i t i o n  t h e r e  i s  a s p o n t a n e o u s  a s y m m e t r y  o f  t h e  p o p u l a t i o n ,  a s  i n  t h e  
f a m i l i a r  I s i n g  m o d e l .  The  f u l l  p o t e n t i a l  a t  w h i c h  t h e  i o n  moves  
c a n  b e  s t r o n g l y  a n h a r m o n i c ,  s o  t h a t  t h e  p i c t u r e  o f  t h e  t r a n s i t i o n  
d i f f e r s  f r o m  t h e  c a s e  of  t r a n s i t i o n s  o f  d i s p l a c e m e n t  t y p e .  We w i l l  
show t h a t  i n  t h i s  c a s e  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  t h e  Mb ' s sbaue r  e f f e c t  i n  
t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  t r a n s i t i o n  may show a n o m a l i e s .  

P r e v i o u s l y ,  i n  t h e  t r a n s i t i o n  from (1) t o  ( 2 )  a n d  ( 3 1 ,  w e  made / 4 2  - 
u s e  o f  t h e  f a c t  t h a t  t h e  l i n e  w i d t h  l' i s  much l e s s  t h a n  t h e  c h a r a c -  
t e r i s t i c  f r e q u e n c i e s  o f  t h e  m o t i o n  o f  t h e  i o n s ,  w h i c h  i n  t h e  c a s e  o f  
d i s p l a c e m e n t  t y p e  t r a n s i t i o n  w e r e  o p t i c a l  f r e q u e n c i e s .  I n  t h e  g i v e n  
c a s e ,  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  t i m e  i s  t h e  r e l a x a t i o n  t i m e  T o f  t h e  d i s -  
t r i b u t i o n  o f  t h e  i o n s  i n  t h e  c e l l s  t o  e q u i l i b r i u m .  The  Mb ' s sbaue r  
e f f e c t  w i l l  b e  s e n s i t i v e  t o  t r a n s i t i o n  o n l y  i n  t h e  c a s e  when t h e  i r -  
r a d i a t i o n  t i m e  l/r i s  g r e a t e r  t h a n  o r  on t h e  o r d e r  o f  T. I n  f e r r o -  
e l e c t r i c s ,  t h e  o r d e r  o f  t h e  v a l u e  o f  T c a n  b e  e s t i m a t e d  e x p e r i m e n t -  
a l l y  f r o m  d a t a  o n  t h e  d i s p e r s i o n  o f  t h e  d i e l e c t r i c  p e r n e a b i l i t y  C11, 
1 2 1 .  The  v a l u e s  T a n d  l/r c h a n g e  w i t h i n  w i d e  l i m i t s  a n d  c a n  b e  com- 
m e n s u r a t e  w i t h  o n e  a n o t h e r .  

For t h e  s a k e  o f  s i m p l i c i t y ,  we w i l l  i n i t i a l l y  d i s r e g a r d  t h e  
q u a d r u p o l e  a n d  m a g n e t i c  f i s s i o n  a n d  l i m i t  o u r s e l v e s  t o  t h e  c a s e  o f  
s m a l l  q ,  when t h e  e x p o n e n t s  i n  (1) c a n  b e  d i v i d e d  a c c o r d i n g  t o  d e -  
g r e e s  of  qu: 
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~ (213 
- m  

F o r  a q u a l i t a t i v e  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  p h e n o m e n a  r e l a t e d  t o  t h e  t r a n s -  
i t i o n ,  w e  w i l l  a s s u m e  t h a t  t h e  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  o f  t h e  c o o r d i -  
n a t e s  f a l l s  w i t h  t a c c o r d i n g  t o  a s i m p l e  e x p o n e n t i a l  l a w  
l a x a t i o n  t i m e  T C 1 2 3 :  

- - -  
( ( u a ( o ) - u a ) ( u , ( t ) - 2 ( B ) )  = ( u  N ( O > u , ( t > )  r - U& - 

Then  ( 2 1 )  g i v e s :  

w i t h  a r e -  

I 
i ( 2 2 )  

I n  t h e  c a s e  o f  l a r g e  r e l a x a t i o n  t i m e s  r T > > l ,  t h e  t e r m s  i n  p a -  
r e n t h e s e s  i n  ( 2 3 )  a r e  s h o r t e n e d .  I n  t h i s  c a s e  t h e  a t o m  c a n n o t  jump 
f r o m  o n e  p o t e n t i a l  h o l e  t o  a n o t h e r  d u r i n g  t h e  r a d i a t i o n  t i m e  a n d  
t h e  r e s u l t  i s  n a t u r a l l y  t h a t  i t  i s  n o t  s e n s i t i v e  t o  t h e  t r a n s i t i o n  
p o i n t .  I n  t h e  c a s e  T T  N 1, t h e  d e p e n d e n c e  of t h e  p r o b a b i l i t y  u p o n  / 4 3  
t h e  f r e q u e n c y  t a k e s  t h e  form of t h e  s u p e r p o s i t i o n  o f  t w o  l i n e s  o f  
e q u a l  w i d t h .  W i t h  a p p r o a c h  t o ' t h e  t r a n s i t i o n  p o i n t ,  t h e  a r e a  o f  
t h e  n a r r o w  l i n e  ( a s  w e  c a n  s e e  l a t e r  o n )  i s  r e d u c e d  s o m e w h a t ,  w h i l e  
t h e  a r e a  o f  t h e  w i d e  o n e  i n c r e a s e s .  F i n a l l y ,  i n  t h e  c a s e  r ~ < < l ,  t h e  
f i r s t  t e r m  i n  p a r e n t h e s e s  i n  t h e  f r e q u e n c y  r a n g e  I w - w g ( < < l / ~  i s  much 
s m a l l e r  t h a n  t h e  s e c o n d .  We t h e n  s e e  ( a s  i n  t h e  c a s e  o f  t h e  d i s -  
p l a c e m e n t - t y p e  t r a n s i t i o n s )  t h a t  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  a b s o r p t i o n  i s  
e x p r e s s e d  b y  t h e  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  o f  t h e  i o n s  a n d  s h o w s  a p a r t i -  
c u l a r  f e a t u r e  a t  t h e  t r a n s i t i o n  p o i n t .  

- 

F o r  e x p l a i n i n g  t h e  n a t u r e  o f  t h i s  p e c u l i a r i t y ,  l e t  u s  u s e  t h e  
m o d e l  w h i c h  w a s  u s e d  p r e v i o u s l y  i n  C 1 2 , 1 3 1  a n d  b e g i n  b y  e v a l u a t i n g  
t h e  c a s e  of a n o n f e r r o e l e c t r i c  t r a n s i t i o n .  The  H a m i l t o n i a n  o f  t h i s  
m o d e l  h a s  t h e  f o r m  

. -  I 

r#F  ' 
F o r  t h e  s a k e  o f  s i m p l i c i t y ,  l e t  u s  l i m i t  o u r  c o n s i d e r a t i o n  t o  u n i -  
d i m e n s i o n a l  m o t i o n :  xF i s  t h e  c o o r d i n a t e  o f  t h e  i o n  r e l a t i v e  t o  t h e  
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. ( ,  . 
a c e n t e r  o f  t h e  c e l l ,  u(x) = u(-x) i s  t h e  a n h a r m o n i c  p o t e n t i a l  o f  t h e  

* i o n  i n  t h e  c e l l ;  t h e  p o t e n t i a l  V(F) h a s  s p h e r i c a l  s y m m e t r y  a n d  a 
l a r g e  b u t  f i n i t e  r a d i u s  o f  m o t i o n  P O .  A p h a s e  t r a n s i t i o n  o f  t h e  
s e c o n d  t y p e  i s  i n c l u d e d  i n  t h e  a p p e a r a n c e  w i t h  T = Tc o f  a n  a v e r a g e  
d i s p l a c e m e n t  r e l a t i v e  t o  t h e  c e n t e r .  The t r a n s i t i o n  t a k e s  p l a c e  a t  
h i g h  t e m p e r a t u r e s ,  s o  t h a t  t h e  m o t i o n  o f  t h e  i o n s  c a n  b e  c o n s i d e r e d  
c l a s s i c a l .  

U s i n g  t h e  m e t h o d  g i v e n  i n  [13,141, t h e  d e s i r e d  v a l u e  o f  t h e  
c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  i n  t h e  f i r s t  a p p r o x i m a t i o n  f o r  l / ro3 c a n  b e  
w r i t t e n  i n  t h e  f o r m  

- 
Here V O  = - C V(r), a n d  t h e  e f f e c t i v e  i n t e r a c t i o n  V a n a l o g o u s  t o  t h e  

Debye  p o t e n r i a l  C141 i s  c o n s i d e r e d  a s  t h e  c o r r e l a t i o n  o f  t h e  p a r t i -  
c l e s  i n  t h e  f i r s t  a p p r o x i m a t i o n :  

- 
The i n d i c a t i o n  (...> 0 means  t h a t  t h e  a v e r a g i n g  t a k e s  p l a c e  a t  V = 0 .  
I n  t h e  t r a n s i t i o n  r e g i o n  BV(F) t h e r e  i s  a s m a l l  v a l u e  on  t h e  o r d e r  
o f  ro3 C131.  I f  w e  e x p a n d  ( 2 5 )  o v e r  B V ,  w e  o b t a i n  

I n  t h i s  a p p r o x i m a t i o n  t h e  t r a n s i t i o n  t e m p e r a t u r e  i s  Tc=V x2(T,). 
T h e r e f o r e ,  i n  t h e  r e g i o n  o f  s m a l l  k a n d  IT-Tcl t h e  d e n o m i n a t o r  o f  
t h e  G r e e n ’ s  f u n c t i o n  i n  ( 2 7 )  h a s  t h e  f o r m  

T-T XO e k2 ro 
1 - @ V - ( 7 - X o 2  ) = - t a- t - ;  

‘e z- k 6 

( 2 8 )  
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~ H e n c e ,  t h e  sum o v e r  k i n  ( 2 7 )  h a s  t h e  same f o r m  as  i n  ( 1 2 ) ,  ( 1 4 )  

a n d  (161, a n d  t h e  a n o m a l y  o f  t h e  q u a d r a d i c  d i s p l a c e m e n t  i s  p r o p o r -  
t i o n a l  t o  IT-T,I%. 
s o  t h a t  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  t h e  M E s s b a u e r  e f f e c t  a l w a y s  h a s  a m i n i -  
mum a t  t h e  t r a n s i t i o n  p o i n t ,  i n  a c c o r d a n c e  w i t h  t h e  r e d u c e d  r i g i d -  
i t y  f o r  l o n g - w a v e  f l u c t u a t i o n s  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  T,. I n  t h e  c a s e  
u n d e r  c o n s i d e r a t i o n ,  w i t h  l a r g e  ro,  t h e  s e c o n d  t e r m  i n  ( 2 7 )  b e l o w  
t h e  t r a n s i t i o n  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  9-T, a n d  g r e a t e r  t h a n  t h e  t h i r d  
t e r m  as  f a r  as  r o 3 : V ,  i s  c o n c e r n e d .  T h e r e f o r e ,  i n  t h e  r e g i o n  o f  

The e x p r e s s i o n  i n  b r a c k e t s  i n  ( 2 7 )  i s  p o s i t i v e ,  

t h e  p r o b a b i l i t y  o f  t h e  Mb ' s sbaue r  a b s o r p t i o n  be ' low 9, a n d  i s  much 
g r e a t e r  t h a n  t h a t  a t  lT-Tcl  a b o v e  t h e  t r a n s i t i o n ,  a n d  i n c r e a s e s  l i n -  
e a r l y  w i t h  TC-T. I 

I n  f e r r o e l e c t r i c s ,  o r d e r - d i s o r d e r  t r a n s i t i o n s  a r e  c h a r a c t e r i s -  
t i c  o f  u n i a x i a l  c r y s t a l s .  I n  t h e s e  c a s e s ,  t h e r e  i s  a s i g n i f i c a n t  
i n f l u e n c e  o f  l o n g - r a n g e  d i p o l e = d i p o l e  i n t e r a c t i o n  [ 1 3 , 1 2 ] .  T h u s ,  

a t  T'Te t h e  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  i n  t h e  r a n g e  o f  s m a l l  k i s  g i v e n  
b y  t h e  e x p r e s s i o n  C131: 

+ 

H e r e  E i s  t h e  d i e l e c t r i c  p e r m e a b i l i t y ,  p r o p o r t i o n a l  t o  l / ( T - T , ) ,  

i s  much g r e a t e r  t h a n  t h e  i n v e r s e  d i m e n s i o n s  o f  t h e  s a m p l e  1 / L .  T h i s  
f o r m u l a  d i f f e r s  f r o m  t h e  a n a l o g o u s  e x p r e s s i o n  i n  ( 2 8 )  a s  f a r  as  t h e  
s u p p l e m e n t a r y  t e r m  nx2 i n  t h e  d e n o m i n a t o r  i s  c o n c e r n e d ,  g i v i n g  c o r -  
r e l a t i o n  e f f e c t s  a t  s m a l l  k .  A s  a r e s u l t ,  t h e  a n o m a l o u s  p o r t i o n  o f  
t h e  q u a d r a d i c  d i s p l a c e m e n t s  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  T,, i n s t e a d  o f  b e i n g  
r a d i c a l ,  w i l l  h a v e  a w e a k e r  c h a r a c t e r i s t i c  

i s  t h e  e f f e c t i v e  c h a r g e  o f  t h e  i o n s  a n d  i t  i s  a s s u m e d  t h a t  i t  
e e f f  

- IT-T,IZnlT-T,I : 

- -  
2 x4-(x212 - ve  -(q)' 3 6  A X ~  F]. 

( 3 0 )  f2 = f q r , )  - 
X2 ro3  8rr 

Note t h a t  i n  t h e  ca se  o f  t h e  o r d e r - d i s o r d e r  t r a n s i t i o n s ,  when 
t h e  a n h a r m o n i c i t y  i s  n o t  s m a l l ,  a s p e c i a l  p o r t i o n  f d o e s  n o t  c o n -  
t a i n  t h e  s m a l l  f a c t o r  T / c a t ,  w h i c h  i s  f o u n d  f o r  d i s p l a c e m e n t  t y p e  
t r a n s i t i o n s  ( 1 2 ) .  T h e r e f o r e  t h e  p e c u l i a r i t y ,  g e n e r a l l y  s p e a k i n g ,  
m u s t  b e  n o t i c e a b l e .  T h i s  c a n  p a r t i a l l y  c o m p e n s a t e  f o r  t h e  w e a k e r  
c h a r a c t e r  o f  t h e  p e c u l i a r i t y  ( 3 0 ) ;  h o w e v e r ,  c o m p a r i s o n  w i t h  e x p e r i -  
m e n t s  r e q u i r e s  m o r e  d e t a i l e d  i n v e s t i g a t i o n .  
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5 .  CONCLUSIONS 

From w h a t  h a s  b e e n  s t a t e d  a b o v e ,  i t  i s  c l e a r  t h a t  s t u d i e s  o f  
t h e  M E s s b a u e r  e f f e c t  i n  t h e  p h a s e  t r a n s i t i o n  r e g i o n  a r e  o f  c o n s i d e r -  
a b l e  i n t e r e s t .  I n  t h e  c a s e  o f  d i s p l a c e m e n t  t y p e  t r a n s i t i o n s ,  for 
w h i c h  i t  i s  p o s s i b l e  t o  f o r m u l a t e  a q u a n t i t a t i v e  d e s c r i p t i o n ,  t h e s e  
m e a s u r e m e n t s  make i t  p o s s i b l e  t o  m e a s u r e  t h e  m i c r o s c o p i c  c o n s t a n t s .  
I n  t h e  c a s e  o f  o r d e r - d i s o r d e r  t r a n s i t i o n s ,  t h e  M 6 s s b a u e r  m e a s u r e -  
m e n t s  c a n  g i v e  q u a l i t a t i v e  i n f o r m a t i o n  r e g a r d i n g  t h e  r e l a x a t i o n  
t i m e s  a n d  t h e  t r a n s i t i o n  p a r a m e t e r s .  

I t  i s  a l s o  v e r y  i n t e r e s t i n g  t o  c o n s i d e r  t h e  M g s s b a u e r  m e a s u r e -  
m e n t s  i n  t h e  f i e l d  o f  n o n f e r r o e l e c t r i c  s t r u c t u r a l  t r a n s i t i o n s  o f  
t h e  f i r s t  t y p e  i n  c r y s t a l s .  The  d i e l e c t r i c  p r o p e r t i e s  d o  n o t  show 
a n y  a n o m a l i e s  i n  t h i s  c a s e .  T h e r e f o r e  i t  i s  a l w a y s  c l e a r  w h e t h e r  
or n o t  t h e  t r a n s i t i o n  i s  c l o s e  t o  a t r a n s i t i o n  o f  t h e  s e c o n d  t y p e  
( a s  i n  t r a n s i t i o n s  o f  d i s p l a c e m e n t  t y p e  i n  f e r r o e l e c t r i c s )  or w h e t h -  
e r  t h e  p h a s e s  a b o v e  a n d  b e l o w  t h e  t r a n s i t i o n  a r e  v e r y  d i f f e r e n t ,  a n d  
t h e  a n o m a l i e s  ( c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  s e c o n d  t y p e  t r a n s i t i o n s )  a r e  
a b s e n t .  

I t  i s  c l e a r  t h a t  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  minimum f o r  t h e  p r o b a b i l i t y  
o f  a M z s s b a u e r  e m i s s i o n  i s  r e l a t e d  t o  t h e  c o r r e l a t i o n  e f f e c t s  a n d  
t h e  r e d u c t i o n  i n  t h e  r i g i d i t y  o f  t h e  s y s t e m  f o r  l o n g - w a v e  c o r r e l a -  
t i o n s .  H o w e v e r ,  i n  t h e  c a s e  o f  " n o r m a l "  t r a n s i t i o n  o f  t h e  f i r s t  
t y p e ,  t h i s  p r o b a b i l i t y  m u s t  ( g e n e r a l l y  s p e a k i n g )  h a v e  as  i t s  t r a n s -  
i t i o n  p o i n t  o n l y  a jump a n d  a b r e a k  i n  t h e  t e m p e r a t u r e  d e p e n d e n c e ;  
H o w e v e r ,  t h e r e  m u s t  n o t  b e  a n y  d e c l i n e  i n  t h e  a p p r o a c h  t o  t h e  t r a n s -  
i t i o n .  T h e r e f o r e ,  r e l a t i v e l y  s i m p l e  M g s s b a u e r  m e a s u r e m e n t s  c a n  
g i v e  r e l i a b l e  i n f o r m a t i o n  r e g a r d i n g  t h e  n a t u r e  o f  t h e  t r a n s i t i o n .  
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